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ejemplares llevan una contraseña. 
ALGEBRA. 
CAPÍTULO PRIMERO. 
Preliminares. 
ARTICULO PRIMERO. 
Definiciones y principios convencionales. 
11. El ÁLGEBRA es una ciencia que trata de las Propiedades 
generales de la cantidad, expresada por si;nbolos en que se pres-
cinde de todo valor numérico. Se llama por esta Lazon Aritmética 
universal. •
Aunque las cifras que emplea la Aritmética pxe len represen-
tar indiferentemente cualquiera especie de números ó magnitudes, 
no pueden dejar de tener su valor determinada, si bien conven-
cional ; aunque la cifra 4 , por ejemplo , puede referirse á horas, 
leguas, libras , etc. , nunca se puede confundir su valor abstracto 
con los de otras cifras. El Álgebra , por-el contrario, aspira a una 
generalidad de expresion , que e, incompatible con estas determi-
naciones numéricas de la cantidad , y necesita emplear signos que 
no tengan ningun valor ni por su natileza ni por su uso. 
Los símbolos que el Álgebra mama ;  son dg- dos especies : 
unos que expresan las cantidades , y  otros que indican las ope-
raciones. 
Primera clase. 
e. Para expresar las cantidades con la generalidad apete-
cida, usa el Álgebra de las letras del alfabeto. Así, a, b, c, etc., 
representan cantidades que pueden ser de diversa naturaleza, como 
reales, libras , varas, lineas, superficies, etc. ,y tener cualquier 
valor numérico : 
1,2,3,...,1000,. .. Q , 3 , etc. 
En el uso de estos signos han de tenerse presentes ciertas con-
venciones. 
Cuando son representadas `con letras ciertas cantidades , sus 
análogas suelen expresarse.,. para mayor sencillez , con las mismas 
lei'ras ac@ntuadas. ' 
Si a expresa una cantidad cualquiera, sus análogas se expre-
san por  
cz , a ,a"' ^ ,u ,..., ó a, a, a,..., 
que se leen , a primera , a segunda, a tercera , ... , O primera a, 
segunda" a , tercera a , ... . 
Las letras mayúsculas se emplean para expresar cantidades com-
plejas , que son las compuestas de uno ó más términos. A este uso 
se aplican tambien con frecuencia las minúsculas del alfabeto griego. 
Las cantidades incógnitas, que son las que se trata do co-
nocer 6 determinar en cada problema , se representan por las últi-
mas letras del alfabeto x, y , z , etc.: las demás expresan cantida-
des conocidas. 
Aunque el Álgebra no tiene sistema de numeracion , no le fal-
tanletras , ni necesita usarlas con acentos complicados ; porque en 
cálculos 6 problemas diversos, una misma letra sirve para expresar 
cantidades diferentes. 
Segunda clase. 
3. Para indicar las operaciones usa el SlIgebra de los mismos 
signos que se han dada á conocer , y de algunos otros , como se 
verá á continuacion. 
Acerca de ellos se han de tener presentes estas convenciones. 
El signo + indica la adicion : así para expresar que a se ha de 
sumar con b , se escribe 
a -1- b , 
y se lee : a más b. 
El signo — indica la sustraccion : para expresar que de a se ha 
de restar b, se escribe 
b,  
y se lee a ménos b. 
L 
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Adviértase que los signos -I- y — tambien sirven para indicar 
el carácter positivo 6 negativo de las cantidades , como luego ex-
plicaremos. 
El signo -!- , llamado de ambigüedad, indica que una cantidad 
ha de ser sumada con otra 6 restada de ella ; así. 
a±b, 
significa y se lee : a mas menos b. 
El signo X , • , 6la colocacion de una letra a continuacion de 
otra sin signo alguno entre ellas , indica la multiplicacion ; así, 
,para expresar que a se ha de multiplicar por b , se escribe 
aXb, a.b 6 ab, 
y se lee : a multiplicado por b 6 ab simplemente. 
4. Se llama COEFICIENTE de una cantidad el factor numérico 
que la precede: así , 4 es el coeficiente de 4ab , y 
3 
 el de cde. 
Tambien se llama en general COEFICIENTE de una cantidad lodo lo 
que la multiplica , sea número , sea letra ó expresion cualquiera 
algebráica, más ó ménos complicada. Los coeficientes de x en las 
expresiones 
5bcx n(n-4) x 
2 
son respectivamente 5bc, 
ti(n-4)  
2 
Como una cantidad no se altera cuando se la multiplica por la 
unidad , puede suponerse que toda cantidad ó letra lleva por coe-
ficiente 1, sino lo tiene numérico : así , a es lo mismo que ia. 
El signo : 6 — indica la division. Para expresar que a se ha 
de dividir por b se escribe 
a:b 6 , 
y se lee : a dividido 6 partido por b 6 a sobre b. 
La elevacion á potencias se indica como en la Aritmética : así 
para expresar que a se ha de elevar á la 2.' , 3.• , ... , n potencia 
se escribe 
2 S n a, a, ....... , a , 
y se lee: a dos , a tres , ... , a elevada á n: 
5. Se llama EXPONENTE de una cantidad O letra , el número 6 
:letra que expresa las veces que está repetida por factor. 
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Como una cantidad se puede suponer la primera potencia de 
si misma , G que está repetida una vez:por factor , puede suponerse 
Cambien que toda cantidad lleva por exponente 1, si no lo tiene  
numérico ni literal: así , a es lo mismo que a'. 
Póngase mucho cuidado en distinguir el coeficiente del expo-
nente : cuando la cantidad es numérica se ve bien el diferente oficio  
de uno y otro. Así, 5a es lo mismo que a+ a +a+a+a; 
a5  equivale a aaaaa ; y si a vale 2 , tendrémos en el primer  
caso 2+2+2+2+2, que es 10, yen el segundo 2.2.2.2.2, . 
que es 52. 
El signo V—  indica la consideracion de raíces , y entre sus 
ramas se coloca, cuando pasa del segundo grado, el número que 
indica el grado de la raíz. Este númerose llama índice del radical. 
Así para expresar la consideracion de la raíz cuadrada, cúbica, ... ,. 
del grado n de a , se escribe 
\la, l^a ..., 
 
y se lee : raíz cuadrada de a, raíz cúbica de a , ... , raíz n G del 
grado n de a. 
El signo = es el de igualdad : la cantidad que está ántes de él 
se llama primer miembro , y la que está despues segundo miembro 
de la igualdad : así , para expresar que en: a se ;considera tanto 
valor como en b , se escribe 
a=b, 
y se lee : a=b. 
El signo> es el de mayoría, é indica que la cantidad que está 
ántes de él es mayor que la que está despues : así , para expresar 
que a es mayor que b , se escribe 
a>b, 
y se lee : a mayor que b. 
El signo< , que es el mismo anterior escrito al revés, es el de 
 
minoría : así 
áCb, 
se lee: a menor que b. 
En uno y otro caso hay lo que se llama una desigualdad, a  
es tambien el primer miembro y b es el segundo de la desigualdad. 
• 
^ 
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O. El paréntesis se emplea con frecuencia para que los signos  
Antes explicados afecten no solo á las cantidades inmediatas á ellos,  
sino al resultado de las operaciones indicadas dentro del parénte-
sis : así las expresiones 
1.' (a+b)±(c—d),  
2.' a—(c—d),  
3.' (a+b)Xc ó (a+b)c,  
4.' (a—b):(c+d), 
5.' (abc) 4  , 
6.' V(a2 — b2) ó mejor V/a
2
—b2 , 
indican: la 1.' , que á la suma de a y b se ha de agregar la dife-
rencia entre e y d: la 2.°, que de a se ha de restar la diferencia 
entre c y d: la 3. ` , que la suma de a y b se ha de multiplicar por e: 
la 4. a , que la diferencia entre a y b se ha de dividir por la suma 
de c y d: la 5.' , que el producto de a por b y por e se ha de ele-
var á la cuarta potencia ; y la 6.' , que se ha de extraer la raíz 
cuadrada de la diferencia entre el cuadrado de a y el cuadra-
do de b. 
ARTÍCULO II. 
Brevedad y generalidad del lenguaje algebráico. 
7. A las anteriores cónvenciones están reducidas la notacion y 
lectura algebraicas. Y es ciertamente maravilloso el grado de bre-
vedad y generalidad que adquieren con ellas todas las especulacio-
nes teóricas y procedimientos prácticos , que el Álgebra emprende 
acerca de las cantidades de toda especie. 
Para demostrar la inmensa ventaja que bajo ambos conceptos 
lleva el cálculo algebraico al numérico, pueden presentarse en 
paralelo las tres resoluciones de una misma cuestion , empleando 
el lenguaje comun, el aritmético y el algebráico. 
Supongamos que se trate de resolver el siguiente 
.^ ^ ^.^ --......_..-. 
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PROBLCINA. 
S. Dividir un número dado en tres partes tales, 
que el exceso de la mediana sobre la menor y el de 
la mayor sobre la mediana sean números dados. 
Itesoluclon. 
1.° En lenguaje co- 2.° En lenguaje 
ntun. aritmético. 
Si es 20 el número 
que se va á dividir , 2 
el exceso de la parte 
mediana sobre la me-
nor, 4 el exceso de la 
mayor sobre la me-
diana y x la parte 
menor,  
3.° En lenguaje al- 
gebráico. 
Si a designa el nú-
mero que se va á di-
vidir, b el exceso de 
la parte mediana so-
bre la menor , c el 
exceso de la parte 
mayor sobre la me-
diana y x la parte 
menor, 
La parte mediana se- 
rá igual á la menor más La mediana será 
el exceso de la media- x + 2. 
na sobre la menor. 
La mayor será la me- 
diana más el exceso de La mayor será 
la mayor sobre la me- x + 2 + 4, 
diana. 
Las tres partes reu- 
nidas componen el nu- 
mero propuesto: 
Luego la menor, más 
la menor, más el exce-
so de la mediana sobre 
la menor, más la me-
nor, más el exceso de 
la mediana sobre lame-
nor , más el exceso de 
la mayor sabre la me-
diana, componen el nú-
mero que se ha de di- 
vidir. 
Luego tres veces la 
parte menor, más dos 
veces el exceso de la 
Luego 
mediana sobre la me- Sx + 2 + 2 + 4=20, 
nor , más el exceso de 
 ó 3x + 8=20. la mayor sobre la me- 
diana, componen tam- 
bien este número. 
La mediana será 
x+b. 
La mayor será 
x+b+c. 
Luego 
3x +26+c=a. 
Luego 
Luego x+x+ 2 2 +2+4 0. 1x+x+b+x+b+c=a. 
Luego tres veces la 
parte menor equivalen 
al número ciado , me- 
nos dos veces el exceso Luego Luego 
de la mediana sobre la 3x=42. 3x=a-2b—c. 
menor y menos una vez 
el exceso de la mayor 
sobre la mediana. 
Luego , en fin , la i 
parte menor es igual al 
tercio de lo que queda 
despees que del núme-
ro que se va a dividir, k 12 
se reste dos veces el ex-
ceso de 4a mediana so- ó x=4. 
]ere la menor y una vez 
el exceso de la mayor 
sobre la mediana. 
El lenguaje comun es largo , difuso y casi imposible de retener 
por los esfuerzos de la memoria. Su excesiva vaguedad O indeter- 
minacion lo inhabilitan para la solucion del problema propuesto, 
que es de los más sencillos. 
El lenguaje aritmético es más breve que el comun. Ejecutando, 
sin embargo, inmediatamente con los números todas las operacio-
nes indicadas, al llegar al resultado se habrían como borrado los 
datos, y no podria descubrirse la relacion general que tienen con 
este resultado. La solucion seria esencialmente particular y limi-
tada á aquellos datos determinados. 
El lenguaje algebraico es breve , compendioso, y rápido ; pre-
senta a la .mirada del espíritu , casi reducida a un punto , toda la 
marcha del raciocinio y del procedimiento resolutivo. No ejecutan-
do , sino simplemente indicando las operaciones con las letras  se 
conservan siempre los datos en su natural relacion 'con la cantidad 
que se busca , y el resultado es por necesidad general y aplicable a 
toda clase de datos numéricos: 
El resultado que se obtiene es una fórmula. 
9. Se entiende por FÓRMULA la expresion general del procedi-
miento que ha de seguirse para resolver un problema, .ó de una 
propiedad general que puede cónsignarse eh un teorema. 
3 
es la fórmula que enseña la manera de hallar la parte menor, 
restando del número que se ha de dividir en tres partes desiguales, 
Luego 
x = 3 ,  
Luego 
a -2h—c 
3 
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dos veces el exceso de la mediana sobre la menor y una vez el 
exceso de la mayor sobre la mediana, y dividiendo este resto 
por tres. 
Puede decirse que el Algebra es la ciencia de las tras forma-
ciones y de las fórmulas. 
ARTÍCULO III. 
De las cantidades consideradas como positivas y como 
negativas. 
10. La generalidad con que el Algebra considera la cantidad 
exige que en ella se tenga en cuenta, no solamente su valor res-
pecto á una unidad cualquiera, sino tambien su manera de ser 6 
de influir en el resultado a que se aspira en el procedimiento. Las 
cantidades han de ser miradas bajo el doble concepto de la canti-
dad y de la cualidad: para apreciar los grados de temperatura, no 
solo conviene saber cuántos son ; sino tambien si estan por encima 
ó por bajo del cero del termómetro : para juzgar de la situacion de 
un capital, hay que saber si las cantidades 6 partidas del balance 
corresponden al haber 6 al deber : y para calcular la posicion de 
un móvil, es necesario tener conocidas, ademas de su velocidad, 
la direccion de su movimiento. 
11. Bajo el concepto de su cualidad 6 manera de ser, se divi-
den las cantidades en positivas y negativas. Consideradas como 
POSITIVAS las que tienen un modo de ser determinado , serán NEGA-
TIVAS las que tienen un modo de ser contrario . á ellas. Si a , consi-
derada como positiva, representa los grados de calor sobre cero, 
las partidas que corresponden al haber, 6 el número de varas 
andadas á la derecha de un punto; a, considerada como negativa, 
expresará los grados de temperatura bajo cero , las partidas cor-
respondientes al deber ó las deudas, y las varas corridas á la iz-
quierda del punto. . 
192. Para expresar el carácter positivo y negativo de las 
cantidades se emplean los dos signos ± y —, que sirven para 
indicar la adicion y la sustraccion. La sustraccion misma no 
es, con efecto, sino la oposicion de dos cantidades de contrario 
carácter: el sustraendoo siempre es negativo respecto al mi-
nuendo. 
) 1, 
1 1; 
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El signo -i- no se emplea cuando la cantidad positiva está sola 
6 es la primera de una expresion compleja. 
13. Las denominaciones de positivo y negativo son pura-
mente relativas , y no denotan mayor excelencia 6 privilegio de lo 
primero sobre lo segundo. Estas denominaciones se cambian cuan-
do se muda de objeto en la consideracion algebraica : así , cuando 
considerarnos el haber de un capital, es negativo el deber O las 
deudas ; y cuando consideramos las deudas , es negativo el ha-
ber, que antes era positivo. Una cantidad bajo el concepto abso-
luto de cantidad y sin relacion con ninguna cuestion, no es po-
sitiva ni negativa. 
14. Cuando se dice que las cantidades negativas son menores 
que cero, solo quiere expresarse que influyendo sobre las positivas 
las disminuyen, 6 que añadidas á las positivas las aumentan ménos 
que si no se les añadiera nada. En este sentido puede decirse tarn-
bien que el que tiene una deuda de 7 pesos, tiene ménos que el 
que no tiene nada 6 está en paz : esto se expresa 
—7 <0. 
En igual sentido se dice que el que tiene una deuda de 100 
pesos tiene ménos que el que tiene otra de 20 ; y por consiguiente 
que de dos cantidades negativas es menor la que tiene mayor va-
lor absoluto , y al contrario : así 
—100<-20. 
Una cantidad negativa, resultado de una sustraccion, no in-
dica sino que el sustraendo es mayor que el minuendo ; y que en 
vez de exceso de este sobre aquel, hay un defecto 6 un exceso de 
aquel sobre este : los oficios de minuendo y sustraendo resultan 
cambiados, y este cambio se expresa por el carácter negativo de 
la diferencia: así 
2-5=-3 
indica que si en vez de restar 5 de 2 lo que es imposible , restá-
semos 2 de 5, hallaríamos la diferencia positiva entre estos dos 
números. 
COROLARIO. Para restar de un número menor otro mayor 
se resta el menor del mayor, y á la diferencia se le pone el 
signo —. 
11•11•111P."..non 
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La teoría de los signos es de tanto interés en el Álgebra como 
la de las cantidades. 
ARTÍCULO IV. 
Denominacion de las varias formas de expresion algebráica. 
15. Se llama CANTIDAD Ó EXPRESION ALGEBRAICA un conjunto de 
letras , ó de números y letras , unidos por medio de los signos que 
sirven para indicar las operaciones. 
Cantidad ENTERA es la que no lleva ningun radical ni divisor. 
'Tambien se suele llamar entera algebraicamente una cantidad li-
teral , aunque et coeficiente numérico sea quebrado , como 
Ñ
3 
abc . 
J 
Cantidad FRACCIONARIA O QUEBRADO LITERAL es la que lleva algun 
divisor , como 
a a+ b 
b ' c—b 
Cantidad RACIONAL es la que no lleva ningun -radical. 
Cantidad RADICAL es la que va afecta del signo de este nombre, 
como ala— b , Va —b ("). 
16. Se llaman TERunNos de una expresion algebráica aquellas 
partes que están separadas unas de otras por los signos -l-- ó —. 
Así, la expresion algebraica 2a— a 
 e b 
 .-{- ya t iene tres tér- 
a— b — minos que son : 2a , — , V a , c 
MONOMIO es una expresion que no consta más que de un tér-
-mino , como 5a'bc2  , que se lee : cinco a siete be dos. 
POLINOMIO es una expresion algebráica que consta de dos, tres 
(') Las cantidades radicales son racionales cuando la raiz indicada puede 
extraerse exactamente, como 47 ---- a 4  en los demas casos son irracionales, 
como V3, N/a, etc. 
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ó más términos. En el primer caso se llama binomio y en el segun-
do trinomio, etc. Asi 
5a+ 3b2  es un binomio, 
4a' -- 5ab -►- -- es un trinomio.  
17. Se llama DIMENSION C) de un término ó monomio cada una  
de los factores literales que contiene, y GRADO el número de dimen-
siones ó factores literales.  
El monomio 7a tiene solo una dimension O es de primer gra  
do ; bc tiene dos dimensiones Í ó es de segundo grado : 5a'b`c, 
como equivalente á 5aabbbbc, tiene siete dimensiones O es de ` sé- :. 
timo grado.  
Para averiguar el grado de un monomio racional y entero, 
se suman los. exponentes de las letras que ;  lo. forman, 'suponiendo,  
que la letra que no lleva exponente escrito , tiene por exponente la 
unidad (5). Asi , el grado de 2ab3c'm es 
1 +3±7±1-12. 
Un.pol_inomio es homogéneo cuando todos sus términos son de  
igual grado : así el polinomio 
5a'b--a2x2±c 3d+ 6a4  
es homogéneo, porque todos sus. términos son de cuarto grado.  
1S. Se dice que un polinomio esta ordenado con relacion á 
las potenciasdescendentes de una-letra , cuando esta escrito prin-
cipiando por el término en que la letra ordenatriz, tiene el mayor 
exponente ; y siguiendo los demás por el Orden descendente. Ast, 
el polinomio anterior; ordenado con relacion á las potencias des-
cendentes de la letra a, es 
60 a2x2+ c'd. 
Se dice que un polinomio está ordenado con relacion a las po-
tencias ascendentes de uua; letra;', cuando está escrito principiando, 
por el término en que la letra ordenatriz tiene el menor exponente 
y siguiendo los demás por Orden ascendente : así el polinomio ante-
rior ordenado de esta manera , será 
e d_ a'x2+ 5a3b-i-6a4 . 
 
(4) Esta palabra está tomada de la Geometría , que considera las dimensio-
nes como factores de la superficie y del sólido.  
mr^ 
t,. 
— 14 — 
ARTICULO Y. 
Valor numérico de las expresiones algebráicas y reduecion de 
términos semejantes. 
19. Se llama VALOR Numbuco de una expresion algebráica el 
número que resulta sustituyendo á las letras números particulares 
y ejecutando las operaciones indicadas. 
El valor numérico de 2a 2b , en -el supuesto de que a = 5, 
b=1, es 2X52 X1=50. 
El de 
3Ge
— a2 , suponiendo que b = 2 , c =7, a=10, es 
3x2x7 
102=4,2-100 =(111 , corol.) -95,8. 
OBSERVACION. Es evidente, segun lo que precede, que los tér-
minos de un polinomio que alcancen valores positivos donde quiera 
que se hallen, contribuyen siempre á aumentar el resultado, y los 
negativos á disminuirlo, y por lo tanto que 
El valor numérico de un polinomio no varía cualquiera que 
sea el órden de colocacion de sus términos. Asi 
3ab 3 —c 3  -{- ab —7 =3ab 3  — c3-7 -{- ab. 
?O. Se llaman TÉRMINOS SEMEJANTES los que tienen las mismas 
letras y en cada una los mismos exponentes ; pudiendo diferen-
ciarse solamente en el signo y en el coeficiente numérico. 
Los términos 3ab2 , 7ab 2 , y —2b2a son semejantes: 
4a'b y 5ab 3 no lo son.. 
Cuando un polinomio tiene términos semejantes , se puede 
simplificar, esto es , reducir á uno solo los términos semejantes 
entre sí. 
Para esto se distinguen dos casos: 1.° que los términos 
semejantes tengan un mismo signo : 2.° que le tengan con-
trario. 
21. 1." CASO. Sean los términos semejantes 3ab 2  -I- 7ab
2 . 
Como la parte literal ab' es igual en los dos , tendrá el mismo 
valor numérico (19) ; luego si convenimos en que represente 
10 
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una unidad cualquiera, los dos términos dados valen 3 uni-
dades más 7 unidades; luego valdrán 10 unidades, 6 sea 10ab 2 ; 
luego 
3ab2+ 7ab2=10ab2 . 
Si los términos semejantes fuesen —5a 5b y — baa , tendriamos 
lo mismo que en el ejemplo anterior , esto es , que la parte literal 
podria representarse en cada uno por una unidad igual, un duro 
por ejemplo; serían , pues , los dos términos ménos 5 duros , me-
nos I duro; luego equivaldrán á ménos 6 duros (de la misma , ma-
nera que se diría que quien debe 5 duros por una parte y 1 por 
otra , debe 6 duros) , 6 sea— baba ; luego 
— 5a5b — baa =-6c0b. 
Luego para reducir términos semejantes de igual signo , se 
suman los coefcien!es ; y esta suma , con el signo comun, se pone 
por coeficiente de la parte literal. 
22. 2.° CASO. Sean 10a3b y — 4a 3b los términos semejantes. 
Por lo dicho en el caso anterior es evidente que 10 veces una can-
tidad ménos cuatro veces la misma, es 6 veces dicha cantidad; 
luego 
1 006-4a3b =6a5b. 
Si los términos semejantes fuesen 3b 2n y —8b2n; suponiendo, 
como en el primer caso , que la parte literal b
2n representa una 
unidad cualquiera, será 3 unidades ménos 8 unidades, que com-
ponen ménos 5 unidades (11, corol.), ósea — 56
2n , luego 
3b2n — 8b2n= — 5b2n. 
Luego para reducir términos semejantes de diferente signo se 
resta el coeficiente menor del mayor y la diferencia, con el signo 
del mayor, se pone por coeficiente de la parte literal. 
23. Si hubiese muchos términos semejantes entre si, unos 
positivos y otros negativos, se reducen los dos primeros á uno solo, 
éste se reduce con el tercero, el que resulte se reduce con el siguien-
te, y así sucesivamente; ó tambien se reducen á uno solo todos los 
términos positivos, á otro todos los negativos, y luego (22) se 
convierten en uno los dos resultados. 
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EJEMpuo., Simplifiquese el polinomio  
. 7a 2 b -8b±a21) —.1042 b — a2 U — 5 a `b-- 8a'b -I- 501 
i.° 2.° 3. 6 4.° t , 5.° 6.° 7.° 8.° 
Los términos 1.°, 3.° , 4i.°, 5.° y 7.° son semejantes. Para  
reducir los cinco a uno, diremos, el 1.° y 3.°  
ósea 7a2 1) a&b=8a'b (ti): 
este resultado y el h.° término del polinomio , 
ó sea, 8a 2 b --- 1.0a 2 b =- 2a2 b (22): 
este ŕesultado.y el 5. °  término dél polinomio , 
b sea — 2a 2 b azb=- 3a 2 b (ti) : 
este i,e,Sultado y el 7.° término del polinomio; 
6'sea —3a2b-F 8a2b=5a2b  . (?r1): 
luego los cinco términos semejantes indicados se convierten en 5a 2b. 
El 2.° término — $b no tiene semejante en el polinomio; luego 
se escribe como esta.  
El término 6.° —50b y el 8.° ±5a`b se reducen evidente-
mente a cero 6 se destruyen. Luego 
7a8b-8b±a 2b-10a2 b—a2b— 5a'b-}-8a 2b1-5a¢b=5a 2b-8b. 
Tambien se pudo haber dicho 7a2b-}-a 21r-1- 8a2b =16a 2b 
y —100b— a2 b = 11 a2b (ti) luego los cinco términos  
semejantes sé reducen 16a 2b -11a 2b=5a 2b (22). LOS térmi-
nos restantes se reducirian como antes, y se obtendria igual re-
sultado total. 
GAPITTJLO II. 
Cálculo de las cantidades algebráicas. 
Operaciones fundamentales. 
. 21. ^  Consideramos como tales la adicion , suslraccion, 
multiplicacion 
y 
 division, que se llaman así por la analogía 
que ,guardan con las aritméticas 'de iguales nombres. Debo no 
obstante,, advertirse que la ejecucion de estas operaciones es 
muy distinta en, Una y otra cienci a . En el Álgebra , propiamente` 
hablando,,, no .  se. ,ejecutan las operaciones , esto ,es , no se con-
funden los ,datos en el resultado 'sino que se (ransfornuin en  
otras , que producen igual efecto que las. indicadas , y que 
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ó son más sencillas que estas , ó más a propósito para obtener el 
resultado que nos proponemos. 
Debe advertirse tambien que la Índole especial de los signos 
con que se representan las cantidades , y el doble concepto de can-
tidad y cualidad que se les atribuye , hacen que las definiciones, 
especialmente de las operaciones directas , dadas en la Aritmética, 
no sean bastante generales para reducir á su mayor sencillez las 
trasformaciones de que las cantidades algebraicas son capaces. De-
finiremos , pues, de nuevo dichas operaciones al ocuparnos de cada 
una de ellas. 
ARTICULO I. 
Adicion. 
25. Se llama ADICION ALGEBRAICA una operacion , cuyo objeto 
es reunir dos ó más expresiones algebráicas en una sola, conser-
vando á cada término el mismo signo que tiene. 
26. De esta definicion se infiere que 
Para sumar cantidades monomias 6 polinomias se colocan to-
dos los términos de que constan, á continuación unos de otros , con 
los mismos signos que llevan en los sumandos. 
Si en la suma resultan términos semejantes , se reducen (20). 
EJEMPLOS. 
1." a-{-(-I-b) =a±b. 
2.° —a- ►-(--I-b) =—a b. 
3.° a±(—b)=a—b. 
4.° —a±(—b)=—a — b. 
De la misma manera para ejecutar la adicion en el siguiente 
ejemplo 
5.° a+ (b — c) -- (f -f- d—m)±(— n —p) 
no hay más que suprimir los paréntesis y los signos -I- que están 
fuera de ellos y que sirven solo para indicar la operacion , advir-
tiendo que es necesario restablecer ó poner de manifiesto los sig-
nos -I- , que indican que la b y la f son positivas , omitidos antes 
por hallarse dichas letras al principio del segundo y tercer sumando. 
De modo que 
a+ (b—c) +(f+d—m) + (—n -p)=a+b-c+f+d-m-n -p. 
ALG. 2 
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27. Suelen colocarse los sumandos unos debajo de otros; y 
esta disposicion es ventajosa cuando hay términos semejantes , con 
tal que los polinomios se ordenen con relacion á las potencias des-
cendentes 6 ascendentes de una misma letra , y las potencias igua-
les de ,esta se correspondan en columna vertical, pues en tal casa 
la reduccion se ejecuta con mucha facilidad al mismo tiempo que 
la suma. 
( 7a'b- 2á b2- 5ab 3 — b4  
Sumandos .............. 2 — 4a'b- 5a2b2 ,-}-. 5áb'- 2b 
a 3G - - 4a
5 b2 ±6b4  
Suma .........4a'b -3a 2b2 -I-3b
4 . 
OBSERVACION. Si se medita sobre la naturaleza de la adicion 
algebraica, se verá que comprende la adicion y sustraccion arit-
méticas , esto es , que el resultado es unas veces la suma de los va-
lores absolutos de los sumandos , y otras la diferencia segun que 
los datos alcancen valores del mismo signo 6 de signo contrario. 
ARTICULO IL 
Sustraccion. 
?S. Se llama SUSTRACCION ALGEBRAICA una operacion cuyo ob- 
jeto .  es , dada la suma algebraica de dos cantidades y  una de estas
.  
determinar la otra . 
De donde se infiere que 
El resto es una cantidad que sumada algebraicamente con 
aquella que se resta , ó sea el sumando conocido, produce la canti-
dad de que se resta , ó sea la suma dada (`). 
?O. Sea , pues , restar de la cantidad A monomia 6 polino-
mia , positiva 6 negativa , la cantidad b , y se tendrá 
A—(-{-b)=A—b; 
porque A—b-+-b=A (22). 
De igual modo se verá que 
A— (—b) =A-1-b; 
puesto que A-¡-b—b=A (22). 
(')  De intento , aun valiéndonos de rodeos , no hacemos uso de los nombres 
minuendo y sustraendo empleados en Aritmética ; porque la significacion de 
estas denominaciones y su etimologia las hacen impropias en el caso presente:, 
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Réstese, por último, de dicha cantidad A el polinomio h—c (*), 
y se tendrá 
A—(b—c)=A—b+c; 
porque A—b-i-c±b—c= A. 
Luego para restar de uña cantidad otra algebráica , se escribe 
la primera con los mimos signos que tiene , y á continuacion la se-
gunda con signos contrarios á los que llevablz. 
Si en el resultado se hallan términos semejantes se reducen. 
EJEMPLO. Restar de 3ac2 - 7a--1-5a c el polinomio 
2atc±4ac'-c ; se tendrá 
5ac2-7a±5a2 c—(2a2 c-+-4ac2  — c) = 3ac2  —7a±5a2c 
— 2a2c —4ac2--±c=— ac2-7a±3a5c-He (23). 
30. Si los datos de este problema se colocan de una manera 
análoga a los del problema del número 27 en la adicion , se tendrá 
más fácilmente: 
Cantidad de que se resta ......5a2c+3ac2— 7a 
Cantidad que se resta ......2a2c±4ac2 — c 
Resultado ......... 3a2c— ace — 7a -1- c, 
igual al anterior. 
Tambien se suele ordenar la operacion , escribiendo la cantidad 
de que se resta y. debajo la que se resta con los signos mudados, 
quedando en tal caso la operacion ejecutada , pues que solo falta la 
reduccion de los términos semejantes , si los hay , como se ejecuta 
en la adicion y a continuacion se ve : 
Cantidad de que se resta 
Cantidad qué se resta ...  
Resultado ..........3a2c— ace- 7a - {- c, 
idéntico al anterior. 
OBSERVACIONES. 
3d. 1.' Cuando convenga mudar de signo áuno, á varios ó 
(*) ,Slé ápŕéque en lo sucesivo se necesite expresar un polinomio general, 
10 bárémos por un binomio en que uno de los términos sea positivo, para, que 
represente la suma de los valores absolutos de todos los términos positivos, y 
el otro negativo , para que su valor absoluto represente la suma de los valores 
absolutos de los términos negativos, y el signo — señale la cualidad négativa 
de•dlchos valores. 
5a2c--F3ac2=7a 
—2a 2c-4ac2 -{-c 
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á todos los términos de un polinomio, no hay más que encerrar  
dentro de un paréntesis el término 6 términos que deben mudar de 
signo , con los signos ya mudados , poniendo fuera del paréntesis y 
á su izquierda el signo —. 
Si se quiere que en el polinomio 
a—h±c— d - I- f 
los términos—b , —d,+  f aparezcan con los signos contrarios  
sin alterar el valor de dicho polinomio, se escribirá  
a+c— (b ±d— f); 
porque ejecutando la sustraccion indicada , resulta el polinomio dado.  
2.a Si se reflexiona sobre la naturaleza de la precedente ope-
racion, se verá que tambien comprende la adicion y sustraccion  
aritméticas ; esto es, que el• resultado es unas veces la suma de 
los valores absolutos de las cantidades que se restan una de otra,  
y otras la diferencia entre las mismas , segun dichas cantidades  
tengan signo contrario 6 igual.  
ARTÍCÚLO III.  
Multiplicacion. 
3^ . Se llama MULTIPLICACION ALGEBRAICA de una cantidad por  
otra, la operacion cuyo objeto es hallar una tercera cantidad,  
que sea en signo y magnitud relativamente á uno de los factores, 
lo que el otro es respecto de la unidad positiva.  
En esta operacion se distinguen tres casos : 1.° multiplicar 
un monomio por otro : 2.° multiplicar un polinomio por un  
monomio G al contrario : 3.° multiplicar un polinomio por otro  
polinomio.  
33. 1.er CASO. Ante todo observaremos que un monomio con-
tiene cuatro cosas : signo, coeficiente, letras y exponentes.  
Deduzcamos , en primer lugar , la regla para determinar el  
signo del producto.  
Al efecto , supongamos para mayor sencillez que el valor abso-
luto del multiplicando es a , y b el del multiplicador , cuyo producto  
es ab , y expresemos siempre el signo de cada factor.  
Sea 1.° ±aX±b . 
El signo del multiplicador ± b es igual al de + 1 luego (se- 
^ . 
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gun la definicion) el del producto ha de ser igual al del multipli-
cando +a, esto es, positivo; luego el del producto tambien sera 
positivo. Luego 
--I-aX±b=-t-ab.  
2.° —aX—b.  
El signo del multiplicador — b es contrario al de +1 ; luego 
el del producto ha de ser contrario tambien al del multiplican-
do —a; pero este es negativo ; luego el del producto será posi-
tivo. Luego 
— ax — b=-{- ab.  
3. ° +a X —b.  
El signo del multiplicador —b es contrario al de +1 ; luego 
el del producto ha de ser contrario al del multiplicando + a; lue-
go ha de ser negativo. Luego 
4.° —a X - I- b . 
El signo del multiplicador - 1- 6 es igual al de + 1; luego el 
del producto ha de ser tambien igual al del multiplicando —a; 
luego ha de ser negativo. Luego 
—aX+ b =— ab. 
Los casos que se acaban de examinar son todos los que pueden 
ocurrir respecto a signos, y de ellos se deduce la regla siguiente : 
Si los . dos factores de un producto tienen igual signo , el pro-
ducto es positivo; si tienen signo contrario, negativo ,  
ó abreviadamente 
-f- multiplicado por ± á — por — dan ± , 
± r:Iultiplicado por — ó — por ± dan —; 
más breve aún 
-i-  X +=-+,   + X —=—, 
— X —=-I- , — X +==—. ) 
 
COROLARIO 1.° Un producto de dos 6 más factores no varía de 
signo , aunque se varíe el 6rden de los factores : y como tampoco 
varia de valor absoluto (segun se demostró en la Aritmética) re-
sulta que en nada varía un producto aunque se cambie de lugar  á 
los factores.  
COROLARIO 2.° Un producto de cualquiera número de factores  
será positivo, si el número de factores negativos fuese par , y 
^ 
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negativo en el caso contrario ; y por consiguiente las potencias de 
grado par de cantidades positivas ó negativas son siempre positivas , 
y las de grado impar son positivas si la cantidad que se  : eleva á -.la 
raíz es positiva, y negativas en caso contrario. 
ConoLmuo 3.° Si en un producto cualquiera se varía de signo 
á un número par de factores , el producto no varía de signo: 
si se muda el signo á un número impar de factores , el producto 
varía de signo. 
34. Pasemos ya a deducir la regla que ha de seguirse en la 
multiplicacion de dos monomios respecto a los otros tres elementos, 
es decir, respecto a coeficientes , letras y exponentes. 
llayase , al efecto , de multiplicar 3a 2b 5c2  por 7a 4b . 
El factor 3a 2b 3c2  equivale (6) a ............. 3aabbbcc : 
el factor 7a4b a ............................................. 7aaaab ; 
luego el producto será 
3aabbbcc X 7aaaab. 
Y como se puede variar de colocacion a los factores enteros 
ó quebrados sin que varíe el producto , el anterior se puede 
escribir así 
3.7 X aaaaaabbbbcc. 
Mas corno aaaaaa=a°, bbbb=b 4  y cc=c2  (5), tendremos 
por último que 
3a2b 3c2  X 7a
4 b — -- 21a°b 4c2 . 
Ahora , el coeficiente 21 del producto se forma multiplicando 
los coeficientes 3 y 7 de los factores : las letras a, b y c que entran 
en el producto , son las diferentes que entraban en los factores : el 
exponente 6 de la a en el producto es la suma de los exponentes 2 
y 4 que esta letra tenia en los factores : el 4 de la b es tambien la 
suma de los exponentes 3 y 1 de dicha letra en ambos factores; y 
por último , el exponente 2 de la c , que no se hallaba más que en 
un factor, es el mismo que tenia en este. 
De este raciocinio , aplicable á otro cualquier ejemplo , y de lo 
dicho respecto á los signos , se deduce la siguiente regla ge-
neral. 
Para multiplicar dos ó más monomios se determina el signo del 
producto por la regla anterior: se multiplican todos los coeficientes : 
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á la derecha de este producto numérico se escriben las letras dife-
rentes que entramen lodos los factores: á las letras que entren en 
dos,.ó más factores, se les pone á cada una por exponente la suma 
de los exponentes que dicha letra tenga en los factores donde se 
halle; y las que solo entren en un factor, se les.. deja á cada una el 
exponente que la misma lleva en este factor., . 
EJEMPLOS. 
I.°  Ç6a2bcd  X —abc
2  = 6a3b$c 5d4 . 
2.° ( 3 ab
3 c X—by' X —2ab f= 
3  a
2b'c3  f. 
3.° —ambresd
2 X_ , a"b
3esy=am±n br±3c5sd2g. 
35. 2.° CASO. lIáyase de multiplicar a— b por m. 
Si m es un número entero , el producto se hallará suman-
do a— b consigo mismo tantas veces como unidades tenga m; lue-
go a estará repetida por sumando m veces, y — b otras m veces; 
luego el producto despues de hecha la reduccion , resultara ser 
ma —mb. Luego 
(a —b)Xm=am — bm. 
Si m es un quebrado , podrémos representarle por 
d 
 , siendo e 
y d números enteros , y el problema será 
Esta multiplicacion se verificará tomando 
d 
 de á= y multi- 
plicando el resultado por c. 
Ahora para tomar  de a— b , basta partir a — b por d., cuyo 
cociente será 
a b 
d d' 
porque segun se ha visto cuando el monomio es entero , como 
lo es d, 
1 d —
b‘ 
X d- ti- X d=a-b. 
4 
—24— 
Multiplicando , pues , por c dicho cociente d — 
 b 
 se tendrá 
el producto pedido , y como c es tambien entero , de esta multipli-
cacion resulta  
( a b 
d 
ac bc  
— ) X c= 
 — d ' 
(a—b)Xd= ^— d  
6 (a— b) X 
d  
=a X d — b X 71 .  
Se ve, con efecto, que sustituyendo m en lugar de 
d 
 se tie- 
ne , como cuando m es entero ,  
(a—b) X m=am— bm. 
Por último , si el monomio m fuese negativo y se tuviese  
(a—b)X —m,  
mudando el signo á — m , se tendria 
(a— b) X m=am— bm. 
Pero mudando de signo á un factor se muda tambien al produc-
to (33 , .coŕol. 3.°) ; luego el producto am— bm es el que resul-
ta de multiplicar a— b por —m , solo que tiene signo contrario,  
luego mudándole el signo, que es convertirle en — am±bm, será 
el buscado. 
Luego (a— b) X —m=— am±bin. 
Los productos obtenidos en el caso de ser m entero, quebrado,  
positivo ó negativo , son los mismos que se obtendrian multipli-
cando cada término del polinomio por el monomio y escribiendo á 
cada producto parcial el signo correspondiente. 
Luego para multiplicar un polinomio por un monomio , ó al 
contrario (33 , corol. 1.°) , se multiplica cada término del 
polinomio por el monomio , dando á cada producto parcial el 
signo que le corresponda en la multiplicacion parcial que le  
produce (*). 
(') Se puede demostrar que esta regla es cierta aunque el monomio sea 
irracional , por medio de un raciocinio análogo al expuesto en la nota del mi - 
mero 299  de la Aritmética, 
Luego 
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EJEMPLOS. 
f.1.° (3a
2 -5bc2d—ab) X 2ac2 -6a 3c2- 10abc4d- 2a 2bct. 
2.• —4c X (a—b 2T5ac—c
3 )=-4ac±4b 2 c -20ac2 -(-4c`. 
OBSERVACIOnES. 
36. 1.' Si un polinomio no tiene términos semejantes , el 
producto que resulte de multiplicarle por un monomio tampoco los 
tiene; porque siendo desemejantes los términos del polinomio pro-
puesto, lo serán igualmente los que resultan de agregar a cada 
uno de ellos los factores literales que tiene el monomio, que es lo 
que se ejecuta en la multiplicacion, segun la regla. De donde se 
infiere tambien que el producto de un polinomio , cuyos términos 
no son semejantes , por un monomio , tiene tantos términos como 
tenia el factor polinomio. 
2.' Cambiando los dos miembros de la igualdad 
(a —b) m= am— bm, 
se tiene am—bm=(a—b)m. 
De donde se deduce que 
Cuando dos ó más términos de un polinomio tienen un factor 
comun , se puede sacar éste fuera de un paréntesis comprendiendo,, 
dentro lo que quede de dichos términos. Así 
ax-F2b 2x=x-l-c=x(a  
5x2- 5x=x (3x-5). 
Tambien se acostumbra ` indicar la descomposicion de esta 
otra manera: 
ax+2b2x—x-t- c= a x±c y 3x2-5x=5x x 
± 2ó2 -5 
—1 
37. 3. er  CASO. Sea multiplicar a - b por c— d ; sustituyendo 
m en lugar de c — d, se tendrá 
(a— b) (c — d)= (a— b)m=am—bm. 
Volviendo á escribir en lugar de m su valor c — d, resulta 
(a —b) (c—d)—a(c—d)—b (c—d) : 
pero a(c —d)=ac—ad (35) y —b (c—d)=—bc-i-bd (35); 
luego (a— b) (c —d)=ac—ad—bc ±bd=ac— bc — ad+bd. 
wommigr  
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Mas ac— bc es el producto de a— b por c, y —ad±bd es 
el producto de a — b por — d; luego 
Para multiplicar un polinomio por otro , se multiplica todo el 
multiplicando por cada término del multiplicador , dando á cada 
término del producto el signo que le corresponda en la multiplica-
cion parcial que le produce. 
Si en el producto resultan términos semejantes se reducen. 
3S. EJEMPLO. Sea multiplicar 
5a2x- 2ax2 ± 4a5  por 
2 
 x3+a2x— ax2 . 
A fin de que la reduccion de los términos semejantes, si los 
hay, se ejecute con más facilidad, se ordenan los dos polinomios 
con relacion a las potencias descendentes G ascendentes de una 
misma letra, que conviene sea la más repetida en ambos factores, 
y la operacion se dispone como se ve a continuacion (ordenando 
con relacion á la letra a). 
Multiplicando ................ 4a 3  ±5a2x — 2ax2  
Multiplicador ................ a&x— ax
2 ± 2x 3  
Producto por a2x.... 4a 3x-1- 5a 4x2  —2a
3x 3  
Id. por— ax2 .... — 4a 4x2 -5a 3x 3  -I- 2a
2x .' 
Id. por -1- 
2  x
3 ... 2a5x3± 2 a2x 4 — ax' 
Producto total reducido 4a'x -}- a'x2 -5a3x3-1- 
2 
 a2x4—ax5. 
OBSERVACIONES. 
39. 1 .° K omo , segun la regla del precedente caso , cada 
término del multiplicador produce en la operacion tantos términos 
como tiene el multiplicando; el número de términos del producto, 
ántes de la reducción , es igual al número de términos del multi-
plicando , multiplicado por el número de términos del multiplicador. 
Así que, si un factor tiene 6 términos y otro 4, el producto, ántes 
de la reduccion, tendrá 6 x4=24 términos. 
2.' Si los términos de los factores se ordenan con relacion 
á las potencias descendentes de una misma letra , el primer tér-
mino del producto ordenado es el que resultó de multiplicar el 
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primero del multiplicando por el priméro del multiplicador: por- 
que teniendo la letra por que se ordena mayor exponente en estos 
que en todos los restantes la suma de los dos éxporientes será 
mayor que la de otros dos cualesquiera de la misma letra, toman-
do uno en el multiplicando y otro en el multiplicador`. Por una 
rázonanáloga, el último término del producto ordenado es el que 
resulta de multiplicar el último del multiplicando por él último 
del multiplicador. 
De donde se infiere tambien , que dichos dos términos 'pri- 
mero y último del producto ordenado no pueden ser semejan-
tes con ninguno otro de 'este ; y por lo tanto que el producto dé 
dos polinomios cualesquiera (como ninguno de ellos sea cero) 
ha de tener estos dos términos á lo ménos, despees de hecha la 
reduccion. 
3.a Como en el producto de los polinomios se forma la parte 
literal de cada término , agregando á cada uno de los del multi-
plicando la parte literal de cada uno de los del multiplicador, re-
sulta que si los polinomios son homogéneos. el producto lo será . 
tambien., 
y 
 tendrá un grado igual á la suma de los grados de los 
factores. 
Así , en el ejemplo del número anterior, siendo los polinomios 
homogéneos y de tercer grado cada uno , el producto será tam-
bien homogéneo y de sexto grado , como en efecto sucede. 
Otros EJEMPLOS de multiplication algebráica. 
9.° (a±b)2 =(a±b) (a-{-b)=a2± ab+ba+b 2 = 
a2 +2ab+b2 . 
a2 -I- 2ab -{- b
2  
a -1-b 
a 3 ± 2a2b-{- ab2  
aQb -1-2ab2 -E-b3 
2.° (a ±b) 3 =(a ±b)
2
(a±b) =a3 +3a2b-t-3ab 2 -{- b' .. 
3.° (a-1 b)(a—b)= a2 -{- ab—ab—b
2
—a2 —b
2
. 
40. Las fórmulas obtenidas en la resolucion de estos proble-
mas traducidas al lenguaje coman, nos dan los siguientes teore- 
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mas , de los que los dos primeros ya han sido demostrados en la 
Aritmética , aunque no de una manera tan general. 
1.° El cuadrado de una cantidad compuesta de dos partes 
consta de tres: cuadrado de la primera, duplo de la primera por 
la segunda y cuadrado de la segunda. 
2.° El cubo de una cantidad compuesta de dos partes consta 
de cuatro: cubo de la primera , triplo del cuadrado de la primera 
por la segunda, triplo de la primera por el cuadrado de la segun- 
da y cubo- de la segunda. 
3.• La suma de dos cantidades multiplicada por su diferencia 
da por producto la diferencia de sus cuadrados. 
41. De lo dicho (33 , corol. 2.°) respecto á los signos, se 
infiere que obtenido un resultado ó fórmula en el supuesto de que 
una cantidad es positiva , para trasformarte en otro , suponiendo 
que dicha cantidad es negativa , ó al contrario , no hay más que 
cambiar el signo á las potencias impares de la cantidad que varió 
de signo. Así 
1.° (a —b) 2  =az — 2ab -{-  
2.° (a —b) 3 =a 3 -3a2 ó -}-3ab 2 —b 3 . 
3.° (a — b) (a ±b) = a2  —1)2  . 
Estas dos primeras formulas , traducidas al lenguaje comun, 
nos darian otros dos teoremas análogos al 1.° y 2.° precedentes. 
La tercera no da nuevo resultado, como en efecto debe suce-
der, puesto que (a+b) (a — b) =(a— b) (a ±b). 
ARTÍCULO IV. 
Division. 
42. La DIVISION ALGEBRAICA (lo mismo que la aritmética) tiene 
por objeto hallar una cantidad que multiplicada por el divisor dé 
por producto el dividendo. 
En esta operacion se distinguen tres casos : 1.° dividir un mo-
nomio por otro : 2.° dividir un polinomio por un monomio: 3.° di-
vidir un polinomio por otro polinomio. 
43. 1.e' CASO. Deduzcamos ante todo el signo que ha de .11evar 
el cociente. Al efecto supondremos que el valor absoluto del divi- 
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dendo es a , el del divisor b , y q el del cociente. Recordemos 
tambien que el signo de este cociente ha de ser tal , segun la de-
finicion , que multiplicado por el del divisor produzca el del di-
videndo. 
Luego tendrémos 
+a
=+q; porque -{- qX -Fb=+a (33). 
Del mismo modo 
=b  
=+q ; porque +qX— b=— a. 
De igual manera ±b=—q; porque —qX— b = 4- a. 
Y por último  1 =— q ; porque —q X-F b =— a. 
• 
Luego , respecto a los signos resulta la misma regla que para;,; 
la multiplicacion, esto es, que 
Si dividendo y divisor tienen un mismo signo, el cociente ': 
es positivo, si tienen signo contrario , negativo , 6 abreviada-
mente 
+ dividido por + G — por — dan-H , 
+ dividido por — ó — por ± dan—; 
más breve aún 
=-1- G _=+, 
+ — 
± =_- — o =_- — 
— + 
COROLARIO. El signo del cociente no varia cambiando el del 
dividendo y divisor>. 
44. Pasemos ya a deducir la regla que ha de seguirse en la 
division de monomios respecto á los otros tres elementos , es decir, 
respecto a coeficientes , letras y exponentes. 
Sea dividir 10a 6b'c2  por 2a 4 b 5 . 
El coeficiente del dividendo es el producto del coeficiente del 
divisor por el coeficiente del cociente; luego el de este será 2=5. 
El exponente 6 de la a en el dividendo es la suma del expo-
nente 4 de la a del divisor y del exponente 2 de la a del co-
ciente (34); luego el de a en el cociente será 6 -4=2. 
La letra b, que tiene igual exponente en el dividendo y en el 
divisor no puede formar parte del cociente ; pues si la formase, 
• 
If^ 
• 
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sumando el exponente que llevase erg el cociente con el que lleva  
en el divisor, al multiplicar este por aquel , darla mayor exponen- 
te que el que dicha letra lleva en el dividendo; contra la definicion.  
La letra c, que no se halla en el divisor, debe entrar en el  
cociente con el mismo exponente 2 que tiene en el dividendo,  
para que al multiplicar el cociente por el divisor aparezca en el di-
videndo con dicho exponente. Luego  
I Oaebbd 
—5a2c2  • en efecto , 5a2c2  X 2a 4b 3  =1 0a°b 3c2 . 
2a 1 10 ' 
De este raciocinio , que es aplicable ti otro ejemplo cualquiera, 
se ded.ce la siguiente.regla: 
Para dividir un monomio por otro se determina el signo  
del cociente por la regla anterior : se divide el coeficiente del  
dividendo por el del divisor á la derecha de Cité . cociente nu,  
mérito se escriben las letras que tengan en el dividendo mayor ex-  
ponente que en el divisor y las que solo se hallen en el primero de  
estos términos , omitiendo las que entren en ambos con igual ex-
ponente : á . cada una de las letras que se halle en el dividendo y  
divisor, se le pone por exponente la diferencia entre los expo-
nentes que la flisnza letra lleva en, el dividendo y el divisor , y á  
las que sólo entren en el dividendo se les deja el exponente que  
tienen en este término. 
EJEMPLOS. 1.° — 
6a$b'c5d4  =  abo. 
óa 2bcdd' 
9
° — ;a 2bscsf 2 
2 mc . f 2b2 c 2 3 
ab 
ame3dTf $  5 .0 aui—nedr-2 {'s 
anc 2d 2  
En la resolution de este tercer problema se supone m>n 
y r>2.  
OBSERVAC IONES . 
45. 1.° La division será impracticable , segun la regla pre-
cedente: 1.° cuando en el divisor exista alguna letra que no haya 
en el dividendo: 2.° cuando alguna letra tenga en el dividendo 
menor exponente que en el divisor. En estos casos se indica  
solamente la operacion , determinando el signo del quebrado re- 
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sultante y simplificándole , cuando se pueda , como se verá más 
adelante (5S). Así 
ba'd ba'd 
c'7a 
= — C.2n • 
2.° Si se generaliza algo más la regla en la parte relativa á los 
exponentes , suponiéndola aplicable al caso en que una letra le 
tenga igual en el dividendo y divisor, se tendrá 
am m-m 
a 
=a. 
Para averiguar el valor que -  se puede dar a este nuevo símbolo, 
observarémos que proviene de la division de una cantidad por sí 
misma, cuyo cociente es 1; luego se puede convenir en que a°=1; 
es decir, en que toda cantidad elevada d cero es igual á la unidad. 
Este símbolo de la unidad puede servir para conservar en el 
cociente una letra que desaparece en la ejecucion de la division ; y 
tambien para introducir la letra, que convenga, como factor de 
'un termino de una expresion algebraica, sin que el valor de esta 
sufra alteracion alguna. Así 
3á b2=3a2b° y 4x
2-3x±5=4x 2-3x-{-5x ° .
-  
46. 2.° CASO. Ya se ha visto (311) , fundado en la multiplica-
cion de un polinomio por un monomio , que 
Para dividir un polinomio por un monomio , se divide 
cada término del polinomio por el monomio , dando á cada tér-
mino del cociente el signo que resulte en la division parcial que le 
produce. 
EJEMPLO. 
60c2— l0abc 4- 2a'bc' 
—3a 5bc
2 
 — ab. 2ac 2 
 
OBSERVACION. La operacion no dará cociente entero si alguna 
de las divisiones parciales no es practicable; porque en esta divi-
sion (lo mismo que en la multiplicacion de un polinomio por un 
monomio y por razon análoga) no pueden resultar términos seme-
jantes ; luego si un cociente parcial es inexacto , como este no pue-
de ser destruido por otro, formará parte del cociente total , que por 
lo tanto no puede ser entero. 
En este caso pueden efectuarse las divisiones parciales que 
r'^ 
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sean posibles, indicando las restantes como se ha dicho (15,1.'). Así  
4a'b2c-5aacd-3a4b 5a'cd 
--
3 
2ab 
— 2abo — 
2ab 
2 
aa. 
47. 3. ei  case. Esta operacion tiene por objeto , como ya se ha  
indicado en la definicion , hallar un tercer polinomio que multipli-
cado por el divisor produzca el dividendo.  
Si, pues, los tres polinomios se suponen ordenados con relacion  
á las potencias descendentes 6 ascendentes de una misma letra , el  
primer término del cociente multiplicado por el primero del divisor  
dará el primero del dividendo (39 , 2.a). 
Luego el primer término del cociente se hallará dividiendo el 
primero del dividendo por el primero del divisor. 
El dividendo , por otra parte , puede considerarse formado del 
producto del divisor por cada uno de los términos del cociente; 
luego si del dividendo se resta el producto del primer término del 
cociente por todo el divisor, el resto será el producto del divisor por 
los términos restantes del cociente, es' decir, por todos, excepto el 
primero , luego el segundo término del cociente , multiplicado por 
el primero del divisor, dará el primero del anterior resto (39, 2.') 
Luego el segundo término del cociente se hallará restando del 
dividendo el producto del primero del cociente por todo el di-
visor, y dividiendo el primer término del resto ordenado por el pri-
mero del divisor. 
De una manera análoga se determina el 3.°, 4.° , etc. , térmi-
nos del cociente. 
Luego para dividir un polinomio por otro se ordenan divi-
dendo y divisor con relacion á las. potencias descendentes ó as-
cendentes de la letra más repetida con diferentes exponen-
tes : se divide el primer término del dividendo por el primero  
del  divisor , y este será el primero del cociente. Se multiplica  
el primer término del cociente por todo el divisor, y el produc .- 
to se resta del dividendo : el primer término del resto , or-
denado como dividendo y divisor , se divide por el primero del 
divisor y se tendrá el segundo término del cociente. Se mul-
tiplica este segundo término del cociente por todo el divisor y 
el producto se resta del resto anterior : el primer término del 
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segundo resto , ordenado congo el anterior , se divide por el prime-
ro del divisor y se tendrá el tercer término del cociente. Así se 
continúa hasta que se halle un resto cero, ó hasta que alguna divi-
sion parcial sea imposible. 
EJEMPLO. Dividir 
a1x2-5a3x3—ax'-1- 
 2 a
2x4 -I-4asx por 5a2x 
±4a 3-2ax2 . 
La operacion se dispone como se ve á continuacion. 
Dividendo.. 4a'x+a4x2-5a3x3-1- 
 Ē 
 a2x4—ax' 4a 3 -1-5a2x-2ax2  
Producto de 
a2x por el 
divisor.... 4a 5x-►-5a4x2-2a 3x 3  
a2x—ax2- l-  2
1 
 x 
1." resto...  
Producto de 
—ax2  por 
el divisor.. 
2.° resto... 
Producto de 
2x3  por el 
divisor.... 
3.e` resto... 
s 
—4a4x
2
_3a 3w 3 + ^ a'x'—ax' 
—4a4x2-5a 3x 3 -1-2a2x 4  
2a 3x  3 `^ 4 
-+- $ a
2x —ax' 
2a'x 3 -1- ^ a'x'— ax' 
O 
Ordenado el polinomio con relacion á las potencias descenden-
tes de a (ó ascendentes de x, pues en este caso es igual), se divi-
de 4a'x por 4a 3  , y el cociente ex es el primer término del 
cociente. 
Se multiplica a'x por 4a 3 -f-5a2x-2ax 2  y el producto 40x 
-±--5a4x2-2a 3 x 3  se coloca debajo del dividendo procurando que se 
correspondan los términos en que la letra por que se ordena tenga 
el mismo exponente, como se advirtió (30): se resta este produc-
to del dividendo, y se obtendrá, el primer resto 
_4a 4x2-3aax
3
-1- 2 a 2x 4—ax'. 
ALG. 
3 ^ 
3 
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Se divide —4a
4x2  por 44a 3  , y el cociente — ax
2  será el segun-
do término del cociente. 
Se multiplica — ax2  por 4a
5-I-5a"x-2axp  , y el producto 
—4a 4x2-5a
3x 3±2a 5x' se coloca debajo del primer resto: sa 
ejecuta la sustraccion y se obtendrá el segundo resto 
2a3x3-F 2
a 
 a"x 4—ax s . 
Se divide 2a 3x 3  por 4a 3  y el cociente 2x
3  sera el tercer tér-
mino del cociente , que se multiplica por el divisor y se resta 
del segundo resto : el residuo cero indica que la operacion so 
ha terminado. 
oBS1.RVACIeiNGS. 
4S. $.' Si al mismo tiempo que se forma el producto del di-
visor por cada término del cociente se mudan los signos á dicho pro-
ducto , la sustraccion queda verificada (30) , faltando solo la re-
duccion de términos semejantes (%). 
2.' Como el primer término del divisor multiplicado por cada 
uno del cociente da por producto el primero del dividendo parcial 
que le produjo, y mudando el signo á dicho producto destruye 
necesariamente al primero del dividendo parcial, se puede omi-
tir la multiplica ion de cada término del cociente por el primer 
término del divisor , suponiendo destruido el primero del dividendo 
parcial correspondiente. 
3.' Siendo el último término del dividendo el producto del 
último del divisor por el último del cociente , hallarémos éste sin 
necesidad de haber obtenido los anteriores, dividiendo el término 
último del dividendo por el último del divisor. 
Así , para hallar el último término del cociente anterior basta-
rda dividir —axs por — 2ax2 . 
(*) Tambieu puede hacerse la reduccion de términos semejantes al mismo 
tiempo que la multiplicacion y sustraccion ; mas esto, en divisiones no tan 
sencillas como la presente, expone á los principiantes á cometer equivocacio-
nes por atender á muchas cosas simultáneamente. 
-35— 
Resolvamos el problema primero teniendo en cuenta las dos  
primeras observaciones precedentes , y será  
4a5a; a
4x2  — 5a'x3 + 2 a
2x 4  -- ax 5 \ 4a
3 
 + 5a
2x — 2ax2  
— 5aax 2 - -2a 3x 3  
—4a4x2-3a3x3+ 
2  a
2x4
— ax5 
--f- 5a 3x 3- 2a2x4  
20x 3 -1- 2' a2x4 —ax 5  
— 2 al xM-i- ax 5  
0 
19. La division de polinomios será imposible , esto es , el co-
ciente no será un polinomio entero, cuando el primer término del. 
dividendo ó de alguno de los restos ordenados no sea divisible por 
el primero del divisor. 
En este caso se completa el cociente añadiendo al término o 
términos enteros hallados un quebrado , cuyo numerador sea el  
residuo y cuyo denominador sea el divisor ("). 
Ejecútese la siguiente division: 
a2x—ax2+ 
 Q 
 x3 
8a 4 -4a 3 -2a2 -1- 6 
-^-12a 3  
8a3 -2a 2+ 6 
-+-12a2  
2a2 -3a 
tia +6 
4a2-}-4a 
+5+ 2a0-3a 
10a 2 -1-- 6 
+ 15a 
1. 5a+6 
Esta operacion no da cociente entero , porque 15a , primer  
término del resto , no es divisible por 2a 2  , primero del divi-
sor ; por lo que se suspende la ejecucion, llegado este caso,  
y se completa el cociente, como se ha dicho y se ve en el  
ejemplo. 
(") En efecto, el quebrado que se forma, multiplicado por el denominador,  
da pOr producto el numerador ( 39!, y mudando el sino á este producto des-
truye el último resto; por lo tanto, el quebrado formado completa el cociente.  
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CAPITULO III. 
Quebrados ó fracciones literales. 
A.RTfCULO I. - 
Preliminares. 
50. Se ha visto (45, 1. °  y 49) que cuando una division es 
imposible , se escribe el dividendo 6 el residuo sobre una raya y 
debajo de ella el divisor, de este modo 
6a 3b 15a +6 . 
on ' 2aE -3a 
Estas expresiones se llaman (15) quebrados 6 fracciones lite-
rales. 
Cualesquiera que sean los valores numéricos de las letras que  
forman estas fracciones , siempre representarán quebrados numé-
ricos, mas 6 ménos complicados, como 
2 7 
3 9 
ñ ^i  
- , 8 , ^ , etc .; 
2 6 
y como las reglas dadas para estos son generales (Arit. 115), 
serán tambien aplicables á los quebrados 6 fracciones de que ahora  
nos ocupamos; por lo que omitirémos dichas reglas para evitar  
Inútiles repeticiones , indicando solo aquellas que por su mayor ge-
neralidad puedan ofrecer alguna duda en la aplicacion.  
Aunque sean unas mismas las reglas para los quebrados nu-
méricos y literales, su ejecucion es distinta ; porque con las letras  
se opera de diverso modo que con los números , como se ha ad-
vertido (e4), y resulta evidentemente de la comparacion de las 
operaciones algebraicas, ya ejecutadas, con las aritméticas de igual  
nombre. 
{ 
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ARTÍCULO II. 
Simplificacion. 
51. Los quebrados literales se pueden simplificar , cuando 
ambos términos tienen factores comunes , suprimiendo estos , con lo 
que los quebrados no varian de valor (Arit. SO , 7. ° y 115) (*). Así 
4a5 bac2f8 _2x2xaxaxb 3 xc2 xfs _ 2af,  
6ab 4c2d5 2x3xaxbxbaxc 2 xd5 3bd5  
suprimiendo los factores 2 , a, b 3  , c° , comunes O. ambos tér-
minos. 
Esto equivale evidentemente, en los monomios, á la siguiente 
regla: 
Se restan los exponentes de ;una ',misma letra (el menor del 
mayor) , y queda la letra en el tét no en que tenia mayor expo- 
nente con un exponente igual á ferencia hallada. El quebra-
do formado por los coeficientes nu fi ricos se simplifica si se puede. 
De modo que 
8a 0b 5 c 2b
4c 5ac2  
= 
_ 4 
4asb a' y 40a 5 bc4  2a°-bc 2 ' 
Otros EJEMPLOS. 
2a° -2ab +20  2a(a—b+a2 ) ^ a—b+a$ 
'° 6a 4b 
— 2 x3xax a 3xá 301,  • 
2.° 
 a2 +tab+b
2 
 — (4®' 1.° y 
 3 . 
 °) (a+b) (a+b)  a+b 
Cuando (como sucede en el último ejemplo) los dos términos 
(*) El principio en que se fundan la simplificacion y reduccion de quebrados 
a un comun denominador , se puede demostrar tambien de este modo : sea á 
b 
un quebrado, y m una cantidad cualquiera, digo que 
ma a _ 
mb b 
En efecto , b = b ; de donde a=b x b ; multiplicando los dos miembros 
a ma a 
por m, será rna=mb x 
b 
; de donde 
mb b 
rw.  
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del quebrado son polinomios, no es fácil la separacion de todos los 
factores comunes a numerador y denominador ., y por consiguiente 
la reduccion de los quebrados á su más simple expresion. Solo'pue- 
de conseguirse esto de una manera análoga a la practicada en la 
Aritmética (1S5, corol.) , por medio del máximo comun divisor  
algebráico, cuya teoría no creemos de este lugar: 
ARTÍCULO III. 
Reduction á un comun denominador. 
5?. EJEMPLOS. 
a 
 , ^ , 
m 
 , (Arit. SS) , 
a+b ' 
m 
.
._-
- 
adn ben bd j a' —ab 
bdn ' bdit ' bdn • a2-b' ' a2-b' 
• 53. Si los denominadores tienen factores comunes, y so 
quiere que-el denominador comun sea el menor posible, se procede 
aquí como se ha hecho con los quebrados numéricos (Ara. ISS), 
advirtiendo que 
Se llama mínimo comun múltiplo de dos ó más expresio-
nes literales enteras , el monomio ó -polinomio que , teniendo me-
nor número de factores literales y numéricos, sea divisible por  
todos ellos.  
54. De donde se infiere que • 
Para determinar el mínimo comun múltiplo de varios mono-
míos, se halla el mínimo comun múltiplo numérico (Aritméti-
ca 1S3) de los coeficientes', y á confinuacion de este se escriben 
las letras diferentes que entran en dichos monomios , cada una 
con el mayor exponente que tenga ('). 
Así, el mínimo comun múltiplo de 4a 3b5c, 3a5bc3 , 6ab2d 
es 12a 3b3c3d. 
c+d 
a— b' 
ac--1- bc+ ad + bd 
(")  Laeterminacion del mínimo comun múltiplo entre expresiones polino- 
mias tampoco la creemos de este lugar. 
55. EJEMPLOS. 
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Otro EJEMPLO.  
Reducir á un comun denominador (Arit. 11S81)'los quebrados 
5mn 2d3 m 2q 
4a'b 3c  3a 2 bc3 ' 6ab 2d •  
El mínimo comun múltiplo de los denominadores , es 12a'b 5c5d: 
los cocientes de este por cada uno de dichos denominadores son  
respectivamente (141)  
3c2d, 4ab4d , 2a'b'c' : 
el producto del primero de estos cocientes por el numerador del  
primer quebrado , el del segundo por el del segundo , y el del ter-
cero por el del tercero, son por su Orden  
15c2dmn , 8ab 4d 4.  , 2a'b'c 3 m 2 q ; 
luego los quebrados propuestos reducidos a un comun denomina-
dor son 
15c2dmn 8ab'dA 2a2b'c 3m 2q 
12a 3bsc 3d' 12a 3Vc 3d ' 12a 3b 5c3d  
ARTÍCULO IV. 
Adicion y sustraccion.  
ti 
1 ° b -}- b —ab c  . (Grit., 97). 
° a c ad be ad+bc 
2 ' b + d _ bd + bd bd • 
3.° b — ^ = 
a 
b 
 c  (Arit. , 100). 
4.°  a e _ ad  be =
ad—be 
d bd bd bd 
a e d a—c+d 
5.
. 
 b  — b+ b =  b 
 (16).  
De este último ejemplo se infiere que 
56. Para reunir varias fracciones literales , de igual deno-
minador y con diferentes signos, en una sola, se forma un poli-
nomio sumando los numeradores de los quebrados que lleven el  
signo + , y restando los numeradores de los quebrados que tengan  
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el signo — , y á este polinomio se le pone por denominador el de-
nominador comun. 
Si las fracciones no tienen igual denominador se reducen á él, 
y luégo se ejecuta la trasformacion como acaba de indicarse.  
Otro EJEMPLO. 
a a—b _ c—d _ 
c — d+ c +d a 2  
a3c+ a'd a3c—a3d—a 2bc+a2bd c'—cd 2 —c'd+d 8  
aQ(cR—d2)  -
i-- a2 (c2 —d=) a2 (cz— d
2
) 
a3c + a 3d + ase —a
3 d—ci'bc + a 2bd —c3  + cd 2  + c
2d—á' 
a2 (c2 — d 2 ) 
2a3c—a 2bc+a 2bd—c3+cd 2+c2d—d' 
a2 (c'— d 2 ) 
ARTÍCULO V. 
Reduceion de una expresion mista t quebrado. 
57. EJEMPLOS. 4.° 
 :11= 
 aC b  (410, obs.). 
' ac-b 
1 
 
De la resolucion de estos ejemplos se deduce que  
551. Para reducir una expresion mista á quebrado se mul-
tiplica la parte entera por el denominador del quebrado propuesto,  
con este producto se suma algebráicamente el numerador del que-
brado , si este lleva el signo -{- , G se resta si lleva el signo — , 
y al polinomio así formado se le pone por denominador el mismo 
que el quebrado tiene. 
c— d (a—b)m—c+d am—bm—c+d 3. a — b — = _  
m m m 
ARTÍCULO VI.  
Multiplicacion. 
59. EJEMPLOS. 
 1.° y X á= bd (Arit. , 105). 
2.°
b
a  X 
d 
 X ñ= 
tidn 
 (Arit., ^0G corol.). 
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3. °  b Xc= 
 b 
 (Ara. , l08).  
2ad _ — 2a'bd 2a'd 
•^ .° —a2 b X 
= 5bc — 5bc 5c 
5
. a2 —c 
X 
 m+n  a2m— cm+ a2n—en 
b+d' b—d b' —d2 
ARTÍCULO VII. 
Division. 
60. EJEMPLOS. 1.° 
b ° ñ_ bm (Ara. , 
 v `  c
_ 
 bc 
(Arit. , He). 
3.° c: 
b = ác 
 (Arit. ,  
4.° b2  
c+d a2m— b 2m 
(az — )  m c+d 
b+c as —b b2+2bc+c2  
5
' °  m • c+b == a 3m—bm 
ARTÍCULO VIII. 
Operaciones con las expresiones mistas. 
61. Las operaciones con las expresiones mistas se ejecu-
tan en la misma forma que tienen , ó reduciéndolas á que-
brados (5s). 
a+ . ^
b 

2b2 ac b 
(cc — d
c
> = a ab -j- -- 
e ac+b a2bd—c a 3bcd+a
3bEd—ac2—bc 
\a  +  l l 
 b— d)= 
e x  d — cd 
2 o ^ c ab 
^ — ab')  bd=bd2 — CT. 
° 
 
(Fi- ab2 : =
—ab2d+c' 
d :bd=—
absd+c2 
 )
bd  0d2  
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CAPITULO IV. 
Ecuaciones de primer grado con una 
incógnita. 
ARTICULO PRIMERO. 
Preliminares. 
62. Se llama ECUACION una igualdad en que entran una ó más 
cantidades desconocidas ó incógnitas; 
N 
4x = 1x -E- 2 y ax -F 2 = b son ecuaciones. 
Lo mismo que en las igualdades , recibe el nombre de PRIMER 
MIEMBRO la cantidad ó expresion que está antes del signo =, y de 
SEGUNDO MIEMBRO la que está despees. 
Las ecuaciones pueden ser numéricas O literales. 
Se llama ECUACION NUMÉRICA aquella en que todas las cantidades 
conocidas van expresadas por números , y LITERAL aquella en que 
una ó más cantidades conocidas están expresadas por letras. 
La primera de las ecuaciones anteriores es numérica, la se-' 
gunda literal. 
Se llama IDENTIDAD una igualdad que se verifica siempre, 
cualquiera que sea el valor numérico de las cantidades literales que 
entran en ella. 
8=8, 3b(b — a)=3b 2  —3ba 
son identidades. 
63. VALORES de una incógnita son aquellas cantidades que 
sustituidas en vez de ella en la ecuacion, la trasforman en una 
identidad. 
En este caso tambien se dice que satisfacen a verifican la 
ecuacion. El valor de x en la ecuacion 
y 3x- 5
-6x-10  
2 
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es 2; porque sustituyendo este número en vez de x , se tiene 
N 
4X2=--r -F 2 ti bien 8=8, 
cuya ecuacion queda convertida en identidad, verificada ó satis-
fecha. 
RESOLVER UNA ECUACION es hallar el valor ó valores de la incóg-
nita ó incógnitas que contiene. 
61. Se llama ecuacion DETERMINADA aquella en que la incógni-
ta tiene un numero limitado de valores , é INDETERMINADA en el caso 
contrario. 
Se da el nombre de ecuaciones EQUIVALENTES á aquellas en que 
la incógnita ó incógnitas tienen los mismos valores. 
Es evidente segun estas definiciones , que en vez de una ecua-
cion se puede sustituir otra equivalente. 
Antes de resolver una ecuacion cualquiera , se ejecutan con 
ella ciertas operaciones preliminares de que vamos á ocuparnos, 
y que comprendemos bajo la denominacion general de preparacion 
de las ecuaciones. 
ARTÍCiJLO II. 
Preparacion de las ecuaciones. 
65. PREPARAR UNA ECUACION es tras formarla en otra equiva-
lente , que reuna las circunstancias siguientes: I.' que todos sus 
términos, ó al menos los desconocidos, sean enteros: 2.' que aque-
llos en que entran las incógnitas se hallen en un miembro (que ge-
. neralmente es el primero) y los conocidos en el otro: 5.' que los 
términos donde una incógnita tiene exponente igual, se hallen re-
ducidos a uno solo: 4.' que sea positivo el termino en que la incóg-
nita tiene mayor exponente (i). 
Las ecuaciones 6x= 25, ax— by=c, ax2 --x= 35 
están preparadas. 
66. La preparacion de las ecuaciones se funda en el principio 
siguiente : 
El valor de las incógnitas no varia en una ecuacion aunque 
(•) Tampoco debe hallarse la incógnita debajo de ningun signo radical. 
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á sus dos miembros se añada ó quite una misma cantidaJ, ó se 
multipliquen 6 partan por una cantidad igual (*). 
67. Sea preparar esta ecuacion 
3 -5x-6= 5 -}• • 
Quitemos primero los denominadores de los quebrados fue ;la 
ecuacion contiene. 
Al efecto reducirémos todos sus términos á un co ma denonil-
nador, lo que no puede alterar el valor de la incógnita , y se teñ-
drá trasformada en la siguiente 
40x 150x 180 _6_x 45 > 
30 30 30 30 30 ' G R  
y suprimiendo ahora el denominador comun, lo que tampoco 
altera el valor de la incógnita (66) , pues equivale á multiplicar 
cada término por 30 , y por lo tanto ambos miembros por 954, sp: 
tendrá • 
10x-9 . 50x-180=6x+15; 
y reduciendo los términos semejantes de cada miembro 
—140x-180=6x±15. 
Luego para quitar los denominadores de una ecuacion , sp 
multiplica el numerador de cada quebrado por el producto de los 
denominadores de los demás quebrados, y cada entero por el de to-
dos los denominadores. 
Si los denominadores tienen factores comunes, basta multipli 
car el numerador de cada quebrado por el cociente que resulta de 
dividir el mínimo comun múltiplo de los denominadores por el •de-
nominador del mismo quebrado (53) , y cada entero por dicho 
mínimo comun múltiplo. 
OS. Trasladaremos ahora el término 180 del primer miem- 
(') Si los dos miembros se multiplican por cero , entonces pueden ser dis-
tintos ó iguales los valores de las incógnitas , pues siempre se convertirá por 
dicha multiplicacion en la identidad 0=0. 
Si se multiplican d dividen por una cantidad que contenga alguna incógni-
ta, la nueva ecuacion suele admitir los valores de la primitiva , y otro ú otros 
más ó menos. 
Asi, multiplicando la ecuacion 2x=8 por x — 3 , la nueva ecuacion 
2x(x— 3)=3(x — 3) admite para x , además del valor 4 que tiene en la prime-
ra , el valor 3. Dividiendo, puede suceder evidentemente lo contrario. 
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bro al segundo y el 6x de éste á aquel. Al efecto sumarémos alge-
braicamente con los dos miembros de la ecúacion al?terior la can-
tidad +180 6x , con lo que no se altera el valor de la incógni-
ta (66) , y se tendrá 
—140x-180+180-6x=6x+15-{-180-6x: 
y como —180±180 se destruyen, lo mismo que +6x-6x, 
resulta 
—140x-6x=15-}-180. 
Luego para trasladar uno ó más términos dé un miembro á 
otro no hay más que mudarles los signos. 
Reduciendo los términos semejantes , se tiene 
—146x=195. 
Mudando los signos á, toda la ecuacion, con lo que no se altera 
el valor de la incógnita , porque equivale a multiplicar los dos 
miembros por —1 , resultará por fin la ecuacion preparada. 
146x=+-195. 
Prepárese la ecuacion 
b c 5 
a- 
x— c b 7 
Quitando los denominadores por la regla precedente se tiene 
7ab(x— c) — 7b2- 7c(x— c) = 5b(x— c). 
Ejecutando las operaciones indicadas resulta 
7abx — 7abc— 7b2  —7cx+7c2  = 5bx— 5bc. 
Trasladando los términos desconocidos al primer miembro y 
los conocidos al segundo , segun la regla última , se tiene 
7abx- 7cx —5bx= 7abc+7b 2- 7c2  = 5bc. 
Reduciendo á uno solo todos los términos donde se halla la 
incógnita (36 , 2.a), resulta por último la ecuacion preparada 
(7ab- 7c- 5b)x=7abc - 1- 7b2- 7c — 5bc. 
69. Del procedimiento empleado en los dos ejemplos anterio-
res resulta'la siguiente regla : 
Para preparar una ecuacion: 1.° se quitan los denomina-
dores: 2.° se trasladan al primer miembro todos los términos 
desconocidos y al segundo los conocidos: 3.° se reducen á uno 
solo todos aquellos donde la incógnita tenga el mismo expo-
nente: 4.' se mudan los signos á toda la ecuacion , si el tér- 
v .c~...... 
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mino donde la incógnita tiene mayor exponente fuese negativo. 
OBSERVACIONES.  
70. 1.' Si despues de cualquiera de estas trasformaciones 
hubiese operaciones indicadas, especialmente entre términos donde 
haya alguna incógnita; si en un mismo miembro resultasen tér-
minos semejantes que puedan reducirse, G si todos los términos de 
la ecuacion fuesen divisibles por una misma cantidad , se ejecuta-
rán estas operaciones antes de pasar á la trasformacion siguiente. 
2.' La mayor parte de las veces no tienen lugar todas las 
trasformaciones que en la regla anterior se prescriben ; si en la 
ecuacion no existen denominadores, por ejemplo, se omite la 
primera trasformacion, y así de las demás. Tampoco es indispen-
sable que las trasformaciones se practiquen por el Orden que en la 
regla se enumeran ; sin embargo, el Orden prescrito evitará algu-
nas veces el tener que verificar una trasformacion dos veces en una 
preparacion misma. 
Otros EJEMPLOS de preparacion. 
I.° 5 -¡- 3 —y=2 21. 
Quitando los denominadores , advirtiendo que el mínimo comun 
múltiplo de estos es 20 , se tiene 
4x+15-20y=10y +420. 
Trasladando los términos conocidos al segundo miembro y los 
desconocidos al primero, se hallará 
4x-20y-10y=420-15. 
Reduciendo los términos semejantes , se tendrá la ecuacion 
preparada 
4x— 30y =405. 
2.° 20x-10x 2-1-80=5x. 
Partiendo toda la ecuacion por 5 , resulta 
4x — 2x 2  -{-16 =x. 
Trasladando se tiene 4x-2x 2 —x= -16. 
Reduciendo los términos semejantes ..3x — 2x 2=-16. 
Mudando los signos á toda la ecuacion, se tiene la siguiente 
preparada 
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2x2  — 3x =16. 
3.° 2x(b— c) + b = d— (x - {- a)4ab. 
Ejecutando las operaciones  indicadas, se tiene 
2bx- 2cx - l- b =d-4abx-4a2b. 
Trasladando resulta 
2bx-2cx+4abx=d- 4a2b
— b 
Reduciendo ti uno solo todos los términos donde entra la x 
(2b- 2c -i - 4ab)x=d- 4a2b— • 
71. Aunque todas las ecuaciones se preparan de un mismo 
modo , como acaba de verse , no sucede otro tanto con la resolu-
cion , que es más ó menos complicada segun la clase de ecuacion 
de que se trate. 
Por esta razon las ecuaciones se dividen en grados , tomando 
el nombre del mayor exponente de la incógnita cuando estan pre-
paradas. 
Se llama ECUACION DE PRIMER GRADO aquella en que el mayor 
exponente de la incógnita es 1 , como 3bx= ab 2 . 
ECUACION DE SEGUNDO GRADO es aquella en que el mayor exponente 
de la incógnita es 2 , como 3x 2  — bx= c y az2  =b. 
OBSERVACION. Cuando en algun término entran varias incógni-
tas, para averiguar el grado de la ecuacion se suman los expo-
nentes que las diferentes incógnitas tienen en dicho término. 
Asi, axy 2 — x2 =b es de tercer grado. 
ARTÍCULO III. 
Resolucion de las ecuaciones de primer grado 
con una incógnita. 
7e. Preparada una ecuacion de esta clase tomará la forma 
general Ax--±-B , 
donde el signo -±- indica que el segundo miembro puede ser posi- 
tivo ó negativo; siendo la cantidad A un entero y B un entero 
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ó quebrado  y pudiendo representar una y otra monomios ó poli-
nomios. 
Si los dos miembros de la ecuacion anterior se dividen por A 
no variará el valor de la incógnita (66), y se convertirá en 
Ax A  -a- 
B 
ó bien , 
ecuacion evidentemente resuelta (63)6ó donde la incógnita está 
despejada. 
Luego para resolver una ecuacion de primer grado con una 
sola incógnita, despues de preparada, se divide el segundo miem-
bro por el co iciente literal ó numérico de la misma incógnita. 
CJiJ'\fPLOS. 
7 . °  Sea resolver la ecuacion 
5x-8 I 7x+2 
6 3 40 
Preparada esta ecuacion (60) , se convierte en 4x= 36 ; y 
x=3Y — 9 . resuelta en 
2.° Sea resolver la ecuacion 
ax 
a+b+ 
b = a ± b. 
Preparada esta ecuacion (69), se convierte en ax=a2+ab; 
de donde x=a±b. 
73. OBSERVACION. La ecuacion x=a-H b se convierte en la 
identidad 
a±b=a+b, 
poniendo en vez de x la cantidad a +b ; y no se trasforma en 
identidad por ninguna otra cantidad distinta de a -I- b; luego 
esta cantidad satisface a la ecuacion x = a -}- b , y no existe 
ninguna distinta de ella que lo verifique. Por otra parte , corno 
esta ecuacion es equivalente a la primitiva 
a+b
+ b=a±b(66), 
tambien esta última será satisfecha por la cantidad a±b, y no 
podrá serlo por ninguna otra distinta. 
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Siendo aplicable el raciocinio precedente á otro cualquier ejem-
plo , resulta que  
El valor hallado (segun la regla , 7`1) para la única incógnita  
de la ecuacion de primer grado, satisface siempre la ecuacion ; y  
no hay otro valor que la satisfaga, por cuya razon la ecuacion se  
llama determinada (*).  
74. Para cerciorarse de que en la resolucion de una ecuacion  
no se ha cometido ningun error , se comprueba , esto es , se susti-
tuye el valor hallado para la incógnita en la ecuacion primitiva, y  
si esta, ejecutadas las operaciones indicadas, se trasforma en una  
identidad , la ecuacion está bien resuelta (6 3) ; en el caso contra-
rio no lo estará. 
Sustituyendo en el primer ejemplo del número anterior en vez  
de x el valor hallado 9, se tendrá 
5x9-8 1 _ 7)(9+2 
6 
-i 
 3 10  
que ejecutando las operaciones indicadas , se convierte en la iden-
tidad 
39= 39;  
luego 9 es el verdadero valor de la incógnita , ó la ecuacion está  
bien resuelta. Otro tanto sucederia en el segundo ejemplo.  
ARTÍCULO 1V.  
Indicaciones sobre la resolucion de una ecuacion de primer 
grado con dos ó más incógnitas. 
13. Si hubiésemos de resolver una ecuacion de primer grado con 
dos ó más incógnitas , la resolveriamos con relacion á una de ellas 
considerando las demás corno conocidas; se darian valores arbitra-
rios á dichas incógnitas , y unidos estos con cada uno de los que re-
sulten para la incógnita despejada, formarian diferentes sistemas de 
valores que resuelven la ecuacion. 
Sea resolver la ecuacion 2x-3y=6. 
Resolviendo esta ecuacion con relacion a x, se tendrá 
fi+3i/  
x= 2  • 
(*) El caso en que una ecuacion de primer grado con una incógnita aparece 
indeterminada no se opone á esta consecuencia; porque entónces no es propia- 
mente una ecuacion, sino una identidad. 
ALG. 
^ ....•- - ^-^ ^ 
4 
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si y=1, y=2, y=3, etc., 
x=-
9 
 
, x=6, x=7 
2 
, etc. 
Donde los valores que aparecen en columna son los que satisfacen 
la ecuacion, formando cada uno de estos conjuntos una solucion de  
la misma. 
Si la ecuacion tiene tres incógnitas , para formar cada solu-
cion se dan valores arbitrarios á dos de ellas ; si tiene cuatro , á 
tres , etc. etc. 
OBSERVACIONES. 
76. '9.° Es evidente que cada una de estas ecuaciones admite 
un número ilimitado de soluciones , ó que sus incógnitas pueden 
tener un número ilimitado de valores ; por cuya razon la ecua-
cion del primer grado que tiene dos ó más incógnitas se llama inde-
terminada. 
2.° Cuando dos 6 más incógnitas se hallan de tal manera ligadas 
entre sí en una misma ecuación e  que los diversos valores arbitrarios  
que una de ellas recibe , producen diversos valores en cualquiera  
de las demás, la incógnita que resulta variamente determinada se  
llama funcion de la que recibe valores arbitrarios , y esta se llama  
variable. 
En la ecuacion x=--F  
 3y 
 + x es funcion de la variable y. 
Si se supone despejada y, esta será funcion de la variable x en la 
ecuacion resultante y - 
2 
 3—s 
ARTÍCULO Y.  
• 
77. Examinemos, ahora los valores particulares que puede 
tener la incógnita en las ecuaciones de primer grado, segun 
los que se atribuyan a las cantidades conocidas que entran en las 
mismas. - 
La resolucion de la ecuacion general Ax=-;-B, nos 
da (72) x=-!- B [1] 
y separando los 4oS signos que contiene el - , resulta 
B B 
x=  y x=-T.'  
^,; 
Luego 
Valores que pueden hallarse para la incógnita en las ecuacio-
nes de primer grado, y su significacion respecto á la ecuacion 
ri de donde dimanan. 
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Luego el valor de la incógnita puede ser positivo ó negativo, 
,conforme el segundo miembro de la ecuacion lleve el signo -}- ó el — :  
entero ó quebrado, segun que dicho segundo miembro dividido por  
el coeficiente de la incógnita , dé un cociente entero ó fraccio-
nario. 
78. Supongamos que por efecto de valores particulares  
atribuidos á las cantidades que forman a B , se reduzca esta letra  
A cero , es decir que se tenga B=0, en este caso se tendrá  
tambien x=±—• 
A 
Esta expresion indica que el valor de la incógnita es cero; 
porque cero partido por cualquiera cantidad da por cociente cero.  
Así que , suponiendo B= ,0 , se tiene 
x=±0=0, 
ecuacion evidentemente absurda, miéntras x no se reduzca tam-
bien a, O. 
Luego el valor cero , hallado para una incógnita indica que  
la ecuacion de donde se deduce es absurda , ó al ménos que no pue-
de ser satisfecha por ningun valor finito ni infinito.  
OBSEavACION. Este valor de la incógnita satisface, sin embargo, 
A la ecuacion G la trasforma en una identidad. 
En efecto, si en Ax=O, se pone en vez de x cero , se 
'tendrá AX0=0 , 
0=0. 
Luego el valor cero, hallado para la incógnita satisface la 
ecuacion que le produce.  
79. Supongamos ahora que tambien en virtud de valores 
particulares atribuidos á las cantidades de que A. está formada , se 
tenga A=0, 
valiendo B una cantidad cualquiera, en tal caso se tendrá en la 
misma ecuacion [ 1 ] , 
B 
x= -±-  ^ • 
El símbolo B con que ahora se representa el valor de x es O 
para nosotros desconocido. Examinemos el valor que se le puede 
atribuir. 
 11111EFIM111.1... ^ ..Na. .-....,, ■■ ••.: 
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Si se supone que A. toma en dicha ecuacion [1] los valores 
0,1 , 0,01 etc. , 
los de x serán respectivamente 
x=-±- ó =± 10B, x=-!- 
0,01 = 
- 1 OOB, etc. 
Luego cuando A sea sumamente pequeña, el valor absoluto de 
x será sumamente grande ; luego cuando A=0 , el valor absoluto 
de x, 6 sea 
ó 
 , será mayor que cualquier cantidad, por gran- 
de que esta sea. 
Por esta razon cuando un quebrado tiene por numerador una 
cantidad cualquiera, y por denominador cero, se dice que su va-
lor absoluto es infinitamente grande ó que vs el INFINITO. 
SO. El símbolo o 6 el infinito, se representa por el signo 
Así, en el supuesto de que A=0 , se tiene 
B 
x =-±- _-±- oo 
O 
La misma hipótesis de A=0, reduce la ecuacion general . 
á OXx=-±-B, 
8 O== B, 
ecuacion evidentemente absurda miéntras B no se reduzca tam-
bien a O. 
Luego el valor infinito hallado para una incógnita, Indica 
que la ecuacion de donde este valor se deduce es absurda, ó al' 
menos que no puede ser satisfecha por ningun valor limitado de la 
incógnita. 
Este valor se obtiene cuando la ecuacion absurda se resuelvo 
por una fórmula general ; mas si se resuelve directamente , el ab-
surdo se manifiesta por la ecuacion 0=A. 
OBSERVACION. Por un razonamiento análogo al empleado para 
demostrar que toda cantidad de valor limitado partida por cero 
es igual al infinito, se demostraría que toda cantidad tambien 
de valor limitado partida por el infinito es igual á cero , esta 
es, que 
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A fin de averiguar si el valor infinito hallado para la incógnita 
en la hipótesis de A=O, satisface la ecuacion Ax=B, dividamos 
esta por x , y se tendrá 
Ax --°
- B 6 bien A=-±- 
B , 
x x x 
sustituyendo por x el infinito se tiene  
A=± 00 •  
± B =0, resultará la identidad 
00 
0=0. 
• Luego el valor infinito hallado para la incógnita satisface da 
ecuacion que le produce.t 
Propongámonos para mayor claridad resolver la ecuacion par-
ticular siguiente  
5x x 7x 
3 — ^
= 6 10 .  
Preparada esta ecuacion (cuidando de no reducir los tér-
minos semejantes donde entra la incógnita con signos distintos) se  
tendrá 
de donde 
x(7- 7) =60; 
_ 60 _ 60 _ 
x 
7-7 0 
_^ ' 
 
ó haciendo antes la reduccion de términos semejantes 
0=60. 
Si en la ecuacion propuesta se suman algebraicamente los dos 
quebrados del primer miembro , se convertirá en 
7x 7x
+-10, 
6 
ecuacion evidentemente imposible para cualquier valor limi-
tado de x. 
De manera que el resultado obtenido resolviendo la ecuacion, 
está conforme con lo que desde luego se advierte en la misma. 
t St. Supongamos ; por último , que se tenga a un tiempo  
A=0 y B=O, en tal caso la ecuacion [1] será 
o 
o 
y como A=0 y 
x 
ra 
ad 
la 
re 
ra 
ro 
^n 
dv 
El símbolo 
0 
 con que se representa ahora el valor de la in- 
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cógnita es tambien desconocido. Veamos cual puede ser su signi-
ficacion. 
El cociente 
ó 
 ha de ser una cantidad que multiplicada por el 
divisor O dé por producto el dividendo O (IIIZ) ; y como toda can-
tidad cumple con esta condici.on , resulta que - representa una can-
tidad cualquiera , ö es el símbolo de la indeterminacion. 
S2 . La misma hipótesis de A• 0 y B=0, reduce la ecua- 
• cion general a OXx=O , 
ecuacion que queda satisfecha ó se convierte en la identidad 
0=0, 
por cualquiera valor que tome la incógnita. 
Luego el valor ó hallado para la incógnita indica, por lo ge- 
neral, que la ecuacion de donde provino admite paŕa la misma in-
cógnita infinitos valores. 
Este valor se obtiene cuando la ecuacion indeterminada se re 
suelve por una fóŕmula general; mas si se resuelve directamente, 
la indeterminacion se manifiesta por la ecuacion 
0=0.   
Propongámonos para mayor claridad resolver la ecuacion par 
ticular siguiente 
2x x _ 7x 12 
3 5  15 3 
Preparada esta ecuacion (cuidando de no reducir los términos 
semejantes de signos diferentes) se tendrá  • 
x(7-7)=60-60; 
60-60 0 
de donde x= 
7-7 o 
ó haciendo antes la reduccion de términos semejantes 
O = 0. 
Si ea la ecuacion propuesta se restan los quebrados del primer 
miembro y se sacan los enteros del quebrado 31 , se tendrá, la iden- 
tidad 
7x _ 7x 
15 +4  15 H-  , 
donde x puede tener un valor cualquiera sin que la igualdad des-
aparezca. 
• 
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De manera que el resultado obtenido resolviendo la ecuacion,  
está conforme con lo que desde luego se advierte en la misma.  
A su'  vez toda ecuacion idéntica conduce a un valor 
ü 
 para la 
incógnita. 
r 83. No siempre que el valor de una incógnita se convierte 
en —°° , por una hipótesis cualquiera hecha en la fórmula de-su valor, 
se ha de inferir que esta incógnita tiene un valor indeterminado en 
la misma hipótesis. 
En efecto : si tuviésemos 
a'b—ab' 
x— , 
a' -b' 
el valor de x en la hipótesis... de que a=b se convierte en 
a 3 O 
x= —^ — i a'—a' 0 
mas si se observa que  
a'b—ab' _ab(a-b) 
a'  — b' (a+b) (a—b) ' 
y se suprime el factor comun a—b, se tendrá 
ab 
a+ b, 
cuyo valor en la hipótesis de que a= b , se convierte en 
a' 1 
x=2a= 2  a. 
Luego el valor 
ó 
 , que toma la incógnita en una hipótesis  
dada , proviene algunas veces de que existe un factor cero que 
aniquila numerador y denominador del quebrado á que la incóg-
nita equivale. Para hallar , pues, el verdadero valor de la expre-  
sion indicada, se suprimen todos los factores comúnes á numera-
dor y denominador , se hace luego la hipótesis que reducia á cero 
cada uno de dichos términos, y el valor que entónces resulte para x 
será el verdadero.  
84. De todo lo expuesto se deduce que 1.° el valor de la 
incógnita en una ecuacion de primer grado puede ser POSITIVO, NE- 
GATIVO , *ENTERO , QUEBRADO , CERO , INFINITO , é INDETERMINADO : 2.° 
todos estos valores , sustituidos en las ecuaciones que los producen, 
las satisfacen 6 trasforman en iden?idades : 3.° el valor cero y el 
valor infinito indican que la ecuacion es absurda: 4.° el valor in- 
" 
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determinado significa que la ecuacion es una identidad; á no ser 
que dicho valor provenga de un factor cero , comun á numerador 
y ;denominador de la fórmula que da el valor incógnito , en cuyo 
caso , convertida la expresion de la incógnita en irreducible , se 
halla su verdadero valora , 
OBSERVACION. Cuando una ecuacion es absurda sin que se haga 
ninguna hipótesis sobre los datos, la imposibilidad se manifiesta 
Antes de llegar al valor final de la incógnita por la ecuacion O = A. 
Si la imposibilidad proviniese de alg hipótesis ahecha sobre los 
datos en el valor general de la incógnita ;verificada la misma hipó-
tesis en la ecuacion primitiva, se manifestará lo absurdo de esta 
por la misma ecuacion O=A: En iguales condiciones la indeter-
minacion se manifiesta por la identidad 0-x. 
CAPÍTULO V. 
Problemas de prime grado con una 
incógn• a. 
ARTÍCULO I. 
Planteo y resolueion de estos problemas. 
• 
( 
 
S.  Ya se ha vib'(S) que la resolucion de un problema cons-
ta de dos partes pritOiales : 1.a plantear el problema o sea expre-
sar las condiciones del mismo por una ó más ecuaciones : 2.` resol-
ver la ecuacion ó ecuaciones resultantes. 
Esta segunda parte está sujeta á reglas sencillas para las ecua-
ciones de ,primer grado (como acaba de verse en el capítulo prece-
dente y se verá en los siguientes inmediatos) , y más 6 menos com-
plicadas , pero siempre fijas , para las de grado superior. 
No sucede otro tanto con el planteo de los, problemas : para esto 
ni existe ni puede existir una regla general y exacta ; nos conten-
tarémos por lo tanto con hacer algunas indicaciones que, bien en-
tendidas, conducen siempre al verdadero resultado. 
$6.. Para plantear un problema se indican , por medio de 
los signos correspondientes, las operaciones que con los datos é in-
cógnitas deberían verificarse para comprobar los valores de estas 
si estuviesen ya determinados. De esta manera se obtienen expre- 
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siones distintas, ponla forma, de una misma cantidad donde en- 
tran las incógnitas , cuyas expresiones igualadas producen la 
ecuacion ó ecuaciones necesarias. 
S7. COMPROBAR los valores de las incógnitas es averiguar si sa- 
tisfacen. óno todas las condiciones del problema. 
Un problema es de PRIMER GRADO cuando la ecuacion ó ecuacio-
nes , que resulten al plantearle , son de primer grado : de SEGUNDO 
GRABO, cuando las ecuaciones resultantes son de segundo grado , etc. 
Un problema es DETERMINADO cuando admite un número limitado 
de soluciones; é INDETERMINADO cuando admite un número ilimitado 
de soluciones. 
PROBLEMAS. 
• SS. J..° La suma de dos números es 137, la dife-
rencia 43 , ¿cuál será cada uno de estos, números? 
Llamando x el número menor, el mayor será x -1- 43 , y la 
suma de los dos x-}-x±43. 
Tenemos, pues, las expresiones distintas x±x-1-43 y 137 
de la suma de los dos números pedidos; luego estas expresiones 
son iguales ; luego la ecuacion que resulta del planteo del proble-
ma será 
x±x±43 =137. 
Resolviendo esta ecuacion , se tiene 
x= = 47. 
Luego el número menor es 47 , y el mayor 47+43=90. 
Comprobacion. 47+90=137 , 
90-47-43. 
Luego los valores hallados satisfacen las condiciones del pro-
blema. 
OBSERVACION. Eñ este problema hay dos cantidades desconoci-
das , que son el número mayor y el menor , y se ha resuelto , sin 
embargo, como si hubiese una sola incógnita : esto es debido á la 
facilidad con que conocido uno de dichos números se determina - el 
otro. En efecto , conocido el número mayor , el menor sb halla 
restando del primero la diferencia dada , y conocido el menor , el 
mayor se halla sumando con aquel la misma diferencia.  que, 
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el problema pudo haberse planteado , tomando por incógnita el nú-
mero mayor , de esta manera : llamando x el número mayor , el  
menor será x— 45 y la suma de los dos x-Fx -43; luego 
tv- i- x-43=137. 
x=
12U 
=90. 
Luego el númer9 mayor es 90 , y el menor 90 —43=47,  
valores iguales a los determinados anteriormente.  
De donde se infiere que. 
1/4 problema que tiene ¿los ó más inEógnitas'podrá plantearse  
y resolverse como si tu iese.una'sola•, con tal que la relacion que 
haya entre ellas sea tal que del valóŕ de una se pueda deducir fá-
cilmente el valor de las. restantes ; siendo indiferente en tal caso  
que se tome una ú otra como roto/Jaita para plantearle.*  
• 8J. 3.° En ná poblacion invadida por la peste 
han muerto la "décima parte de sus habitantes , la 
vigésima se hallan enfermos y la trigésima conva-
lecientes : si hubiesen sido invadidos 190 indivi-
duos más, hubieran sido atacados la mitad de sus 
habitante; ¿ cuál era el número de éstos antes de 
la invasion 
Llamando x el número de habitantes, . el de muertos será  
, el de enfermos ^ , y el de convalecientes 3ó.  
La suma de los invadidos más 190 tiene que ser igual á la mi-
tad del número de habitantes ; luego será este el planteo 
x x x  
10 + 20
+
30 -
ŕ190_ 2
.  
11400 
De donde (22!) x=
19
=600.  
990. 3.° Un padre tiene 41 anos, su hijo 3, ¿den-
tro de cuántos aros la edad del padre será cuádru-
pla de la del hijo?  
Llarnese .x el número de años que han de trascurrir hasta que 
li se veril' la condicion ; la edad del padre será entónces 41 +x, 
y la d jo 8 --x. 
De donde ("'d'e)  
B 
59 — 
Como despues de trascurrir estos años la edad del padre debe 
ser cuádrupla de la del hijo 6 4(8 -1-x), el planteo del proble-
ma será 
4(8 ± x)=41 + x. 
Resolviendo esta ecuacion (7?) , se tiene 
x-3 = 3 . 
Luego dentro de tres arios la edad del padre será cuádrupla de 
la del hijo. 
91. 4.° Un capitan ofrece á los soldados de su 
compañía , compuesta de 100 hombres , 4 reales 
por cada vez que den en el blanco; pero que han 
de dejar en el fondo de la compañía un real por 
cada vez que no den. Despues de hacer dos dispa-
ros cada soldado , se halló que el capitan debia en-
tregarles 5O0 reales. 
d 
 Cuántas veces dieron en el 
blanco y cuántas no? 
Llamando x el número de th'os que dieron en el blanco, el 
número de los quo no dieron será 200—x, lo que el capitan 
debia entregarles 4x, lo que los soldados debian devolver al 
fondo .1 X(200 —x) ; y como la diferencia de estas cantidades 
es 400, se tendrá 
4x—(200 —x)= 400. 
Resolviendo esta ecuacion (7t), resulta 
x =
60 
 =120. 
Luego el número de tiros que dieron en el blanco es '120, el 
de tiros errados 200-120=80. 
9e. 5.° Dos locomotoras L y L' parten á un mis-
mo tiempo en la direccion AB, de dos estaciones 
E y E' situadas en la misma línea y distantes entre 
si 20 leguas: L recorre 10 leguas por hora y L' 6, 
dá qué distancia de la estacion E se encontrarán? 
A 
E 
E' 
Supongamos que el punto de encuentro sea B. 
L L' 
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Llamando x la distancia EB , que recorre la locomotora L , la 
que recorre L' sera E'B = LB—EE'= x— 20 , el tiempo emplea-
do por L en llegar a B sera ió ' el empleado por L' sera 00 , y como 
estos dos tiempos son iguales , la ecuacion del planteo es 
x x-20 _ 
40 6 
Resuelta esta ecuacion (72), se tiene 
x= 
200  
—
4
=b 
Ip  
Luego la distancia de la estacion E al punto de encuentro son 
50 leguas. 
Generalizacion de los problemas anteriores. 
93. 1. °  Dada la suma y la diferencia de dos 
cantidades , hallar la cantidad mayor y la menor. 
Llamando s la suma, la diferencia d, y la cantidad mayor x; 
la menor sera x—d, y la suma x± x— d; luego 
x±x— d=s. 
Resolviendo esta ecuacion , se tiene 
s+d 
x=  2   ; 
luego la cantidad mayor es x= 
s 
2d — 2 -r 2 ' 
s+d s— cl s d 
ylamenor x— d=-2  — d=  2 =z  2' 
Estas fórmulas traducidas al lenguaje comun nos dicen que 
La cantidad mayor es igual á la mitad de la suma más la 
mitad de la diferencia , y la menor á la mitad de la suma ménos 
la mitad de la diferencia. 
DI. 2.° En una poblacion invadida por la peste 
han muerto á de sus habitantes, 
b 
 se hallan enfer- 
mos y 
7 
 convalecientes : si hubiesen sido invadi- 
dos d habitantes más , habrian sido atacados la mi-
tad de todos ellos , 
8  cu&l era el número de estos 
Antes d la invasion? 
Lla o x el número de habitantes antes de la invasion , el 
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de muertos es á , el de enfermos 
á 
 , el de convalecientes á ; y co-
mo agregando d a los números anteriores se completa la mitad de 
individuos de la poblacion , el planteo del problema será 
x x x _ x a
+ b 
-t- c + d 2. 
Resolviendo esta ecuacion , se tiene 
2abcd X= 
abc-2bc-2ac-2ab• 
05. 3.° un padre tiene a años, su hijo b, ¿dentro 
de cuántos años la edad del padre será m veces lá 
del hijo ? 
Llamando x el número de años que han de trascurrir, la edad 
del padre será entónces a -{-x, y la del hijo b ±x ; y como la edad 
del padre debe ser igual á m veces la del hijo , la ecuacion del 
problema será 
m(b ±x)=a  
Resolviendo esta ecuacion , se tiene 
a—mb x_
m-4 
00. 4.° Uñ capitan ofrece á los soldados de su 
compañía, compuesta de a hombres, c monedas por 
cada vez que den en el blanco; pero que han de de-
jar en el fondo de la compañía d monedas por cada 
vez que no den. Despues de hacer b disparos cada 
soldado, se halló que el capitan debia entregarles y 
monedas. ¿ Cuántas veces dieron en el blanco? 
Llamando x el número de veces que dieron en el blanco, el 
de veces que no dieron será ab — x, el de monedas que doblan 
recibir ex , y el de las que debian dejar en el fondo d(ab —x) ; y 
como la diferencia entre las que debian recibir y devolver es y, la 
ecuacion del problema será 
cx —d(ab —x)=g. 
g+abd 
c+d • 
OSSERVACION. Si quisiéramos resolver otro problema, que solo 
se diferenciase del anterior en que los soldados tuviesen que dejar 
De donde cc= 
— 62 — 
en el fondo y monedas en vez de recibirlas, tendriamos , como 
antes , que el número de monedas que debian percibir sería cx, 
y las que debian entregar en el fondo de la compañía d(ab—x); 
pero ,como esta cantidad ahora excede á la anterior en y monedas, 
la ecuacion del planteo seria en este caso 
d(ab—x)—cx y. 
abd-g 
c+d ' 
cuya fórmula no se distingue de la anterior sino en que la canti-
dad y, que mudó de acepcion , porque de ganancia que era para 
los soldados en el problema anterior, se ha convertido en pérdida 
para los mismos, ha mudado tambien de signo; luego la fórmula 
del primer caso puede servir para el segundo, ó al contrario, cam-
biando el signo á dicha letra. 
De la misma manera , si en el problema 3.° se preguntase , no 
por los años que tienen que trascurrir, sino por los que han tras-
curridop desde que la edad del padre era rn veces la del hijo , ten-
driamos que la edad del padre sería en la actualidad a—x , la del 
hijo b—x; y por consiguiente la ecuacion del planteo seria 
entónces 
na(b x)=a—x. 
De donde x— 
 mb- a 
m-1 ' 
cuya fórmula , mudando los signos á toda la ecuacion , lo que no 
altera el valor de la incógnita (Gb), se convierte en 
—x_—  mb- a 6 en —x=  a-mb 
m-1 ' m-1 ' 
una vez que para mudar el signo á un cociente basta mudarle al 
dividendo (413). 
Comparando la fórmula 
obtenida en la resolucion de dicho 3.e 4  problema, se notará que no 
se distinguen sino en que la cantidad x, que mudó .de acepcion 
(porque de años que tenían que trascurrir desde la época á que se 
refiere la pregunta , se convirtió en anos trascurridos hasta la 
misma época) , ha mudado tambien de signo ; luego la fórmula del 
4.e' caso puede servir para el 2.' 6 al contrario, cambiando el sig-
no á dicha letra. 
De donde 
Í Í 
a -mb a-mb 
—x= 
m-1 
con x= 
na- 1  
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Como igual raciocinio se puede hacer con problemas análogos 
á los anteriores, resulta que se puede tomar como cierta, aunque 
hasta ahora no ha sido demostrada con todo rigor, la siguiente re-
gla, debida á Descartes. 
Las ecuaciones ó fórmulas de todo problema general sirven 
para resolver otros que solo se distingan del primero en que ciertas 
cantidades, que ántes se tomaban en sentido determinado, des-
pues se toman en sentido contrario , con tal que se mude el signo ói 
las cantidades que cambien de cualidad ó modo de ser. 
97. 9.° Dos locomotoras, L y L', parten á un 
mismo tiempo en la direccion AB , de dos estacio-
nes E y E', situadas en la misma linea , y distantes 
entre si d leguas ; L camina y leguas por hora, y 
L' y' leguas, di qué distancia de E se encontrarán? 
E E' 
A 
L 
L'  
Llamando x la distancia EB, recorrida por L, la recorrida 
por L' será x — d , el tiempo empleado por L. en llegar á B 
será 
v 
 , el empleado por L' será sv'
a  ; y como estos tiempos son 
iguales , la ecuacion del planteo es 
x x—d 
v v' 
Resolviendo esta ecuacion , se tiene 
dv 
x=— 
v —v 
ARTÍCULO II. 
Significacion de los diferentes valores de la incógnita de un 
problema respecto de este. 
S. Valores enteros y positivos. Estos valores son los que satisfa-
cen casi siempre las condiciones del problema , como sucede en los 
que hemos hallado en la resolucion de los cinco problemas numéri-
cos precedentes. 
Decimos casi siempre, porque si por condiciones especiales del 
problema, el valor de la incógnita debiera estar comprendido entre 
ciertos límites, y no cumpliese con esta circunstancia, aunque 
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el valor hallado fuese entero y positivo , no satisfaria las condiciones 
del problema, y por lo tanto este sería imposible. 
99. Valores quebrados y positivos. Estos valores tambien satisfa-
cen por punto general las condiciones del problema. 
No las satisfacen, sin embargo , cuando alguna condicion exige 
que el resultado sea entero , ó cuando por la naturaleza misma de la 
cuestiona la incógnita no admite valor quebrado. 
Supongamos que se hubiese de resolver este problema. 
Hallar dos números enteros cuya suma componga 20, y 
cuya diferencia sea 7. 
Valiéndonos de las fórmulas del 1." problema general: 
s d 
Número mayor=-- + 2 
s d 
id. menor=-- 
2 2 
haciendo en ellas s= 20 y d=7 , tendremos 
20 7  
número mayor= 
2  + 2 
1 
=13 1  
20 7 1 
id. menor = ---=fi—• 
2 2 2 
Estos resultados nos dicen que el problema es imposible, por- 
que los húmeros hallados no llenan la conclicion de ser enteros. 
Supongamos que se haya de resolver este otro problema. 
En una poblacion invadida por la peste han muerto la dé- 
cima parte de sus habitantes, la vigésima se hallan enfermos, 
y la trigésima convalecientes; si hubiesen sido invadidos 200 
individuos más, hubieran sido atacados la mitad de sus habi 
tantes, ¿ cuál era el número de estos Antes de la invasion? 
Valiéndonos de la fórmula del segundo problema general 
2abcd 
x- 
abc-2bc-2ac-2ab 
y haciendo en ella a=40, b=20, c=30 , d=200, se hallará 
2 . 10 . 20 . 30 .200 24000 11 
x= _ _631— habitantes,  
10 .20 .30-2 .20 .30-2 . 10 .30-2.10 .20 38 19 
cuyo resultado nos indica que el problema es imposible; porque por 
la naturaleza de la cuestion , el valor de la incógnita no puede ser 
quebrado. 
100. Valores negativos. Resuélvase el siguiente problema. 
Un padre tiene 54 arios , su hijo 29, ¿dentro de cuántos 
años la edad del padre será dupla de la del hijo? 
's 
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Valiéndonos de la fórmula del 3.e* problema general 
a— mb 
^r- 
)s, 
00 
ai- 
tes,  
por 
ser  
kt4s  
x 
m- 1 
y haciendo en ella a=5ŕ , b=29, m=2, tendrémos 
54-2 .29 —4 
x  2-1 — — 4. 
El resultado —4 años;, como el tiempo es susceptible de variar de 
cualidad 6 de tomarse en acepciones opuestas (al) , indica con el 
signo negativo que se ha. de tomar en sentido contrario al en qua en 
el problema; se .propone en este se exige que se cuente desde el ins-
tante de la pregunta hácia adelante; luego debe contarse desde el  
mismo instante hácia atrae. Así que , el —4 años hallado significa 
que hacia cuatro años , en la época de la pregunta , que la edad del. 
padre era dupla de la del hijo. 
De modo que el problema que es satisfecho por'el resultado ante-
rior cambiándole el signo , esto es,.por + 4 años , es el siguiente : 
Un padre tiene 54 años, su ,hijo 29 , ¿ cuántos años hace 
que la edad del padre era dupla de la del hijo 2 
Resultado 4 años. Luego 
1.° El valgrnegativo de la incógnita , cuando la cantidad que re-
presenta puede tomarse en dos acepciones opuestas, indica que eñ el  
problema hay una condicion imposible,, pero que se puede hacer posi-
ble cambiando la cualidad ó acepcion de la cantidad representada por  
la incógnita;. y entónces el valor hallado para esta, considerándole  
como positivo , satisface al nuevo problema.  
Supongamos que se hubiese de resolver este otro problema. 
En una poblacion invadida por la peste han muertos de  
sus habitantes , 
s 
 están enfermos y 5 convalecientes : si hu- 
bieran sido invadidos 17 individuos más , lo hubieran sido la  
mitad de sus habitantes, ¿cuál era el número de estos antes  
de la invasion?  
Valiéndonos de la fórmula general del 2.° problema, empleada en 
el número anterior, y haciendo en ella a=3; b=4, c= 5, d= 17, 
tendrémos 
2 .3 . 4 . 5 . 17 2040 
x= 
3.4.5-2.4.5-2.3 .5-2.3`4 —3i =
-60 . 
El resultado -60 habitantes , como no es susceptible de variar de 
acepcion , indica desde luego que el problema es imposible. 
Para averiguar la modificacion que en el problema propuesto 
debe hacerse á fin de que el valor + 60 le satisfaga , tomaremos la 
ecuacion (91) 
x x x x 
a
+^+^ +d=2
, 
 
ALC. 5 
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que produjo la fórmula, y poniendo en vez de las cantidades indeter-
minadas las numéricas del problema precedente , resulta 
3 + 4 + 5 +47= 2  
Si en esta ecuacion cambiamos el signo de la x, es evidente que 
así como la anterior es satisfecha por —60, lo será por + 60 la si-
guiente: 
ó bien 
3^ — ^ + 4 . 7=-2 
x x x x 
3t^+^ —17 = 2 • 
En una poblacion invadida por la peste han muerto 3  de 
sus habitantes, 
4  e
s tán enfermos y 
1 
 convalecientes : si hu- 
biesen sido invadidos 17 individuos ménos , lo hubieran sido 
la mitad de sus habitantes , ¿ cuál era el número de estos  
ántes de la invasion 9 
Resultado : 60. Luego 
2.° El valor negativo de la incógnita cuando por* naturaleza de 
la cantidad que representa no es susceptible de variar de cualidad ó 
acepcion , significa que el problema es imposible ; pero aún podrá con-
vertirse en posible cambiando en la ecuacion del planteo el signo de la 
incógnita, y traduciendo la ecuacion resultante en otro problema aná-
logo al propuesto.  
OBSERYACION. Puede haber casos en que las condiciones físicas del 
problema impidan esta trasformacion. 
Por último , resolvamos nuevamente el problema 2.° 
Un padre tiene 41 años, su hijo 8, ¿dentro de cuántos  
años la edad del padre será cuádrupla de la del hijo 2  
Supongamos que esto se verifica despues de 5 años. 
Llamando x los años que han de trascurrir desde los 5 hasta que 
la condicion se verifique se tendrá : edad del padre 41 + 5 + x, 
id. del hijo 8+5+ x ; luego 
4(43+ x)= 46+ x ; 
de donde x= —2. 
Siendo posible este problema (90) , ¿ de qué proviene el valor ne-
gativo que acaba de hallarse para la incógnita? Di que al plantearle 
se ha supuesto que la edad del padre se cuadruplicaria respecto de la 
del hijo despues de 5 años , siendo así que esto debe de suceder ántes 
de este tiempo. 
De manera que el tiempo trascurrido desde la época de la pregun-
ta hasta que se verifica la condicion del problema es 5+x=5-2=3, 
como efectivamente sucede (90). 
La precedente ecuacion puede traducirse en el siguiente proble-
ma , análogo al propuesto : 
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Rebajando ; pues , 2 años de los 5 de la nueva hipótesis , segun in-
dica el signo negativo del primero de estos números , se tiene el ver-
dadero resultado. Luego 
3.° El valor negativo de la incógnita proviene tambien de una hi-
pótesis falsa , hecha al plantear el problema; en este caso el problema 
es posible y el valor hallado , tomado en sentido contrario del que en 
dicha hipótesis se indica , resuelve la euestion. 
OBsERvACI0N. Las dos últimas consecuencias se pueden obtener con 
mucha facilidad por medio de la fórmula del 5.° problema general 
x
dv 
= 
v—y' 
suponiendo v' w para la primera ; y que las locomotoras se reunen 
más á la derecha de E de lo que los valores particulares que se den á 
u , y' y d permitan , para deducir la segunda. 
Los principiantes harán muy bien en deducir de esta fórmula las 
indicadas consecuencias. 
1 101. Valor cero. Supongamos que se haya de resolver el si-
guiente problema: 
Un padre tiene 52 años , su hijo 13, ¿ dentro de cuántos 
afios la edad del padre será cuádrupla de la del hijo? 
Valiéndonos de la fórmula del 2.° problema general 
a—mb , 
4ñ= 1 
haciendo en ella a= 52, b=93 , = y m=4, se tendrá 
52-4x 93 52-52 0 
x- 
4-1 3 
= 3 -0. 
Este valor indica que no debe trascurrir ningun tiempo para que 
la edad del padre sea cuádrupla de la del --hijo, como ,  debe suceder, 
puesto que en el acto de la pregunta se verifica la condicion una 
vez que 
52=93x 4. 
Luego el valor cero hallado para la incógnita de un problema in-
dica que una condicion incluida en este es imposible de cumplir (*). 
102. Valor infinito. Supongamos que se haya de resolver el 
siguiente problema: 
Dos locomotoras L y L' parten á un mismo tiempo en la 
direccion AB de las estaciones E y E' , distantes entre sí 6 le- 
(*) La imposibilidad expresada por el valor cero en este problema, provie-
ne del sentido en que se enuncia; porque en él se supone que ha de trascurrir 
algun tiempo desde el momento actual hasta aquel en que la edad del padre 
sea cuádrupla de la del hijo. Pero si en el problema se pidiese de un modo ge-
neral la época de este cumplimiento , sin atenderá relation ninguna con la ac-
tualidad, la solucion cero es legitima y natural; pues que indica que en la ac-
tualidad misma se verifica el cumplimiento. Otro tanto sucede en varios pro-
blemas geométricos. 
ÍG 
Nor"..-. 
A 
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guns, caminando cada una 8 leguas por hora , ¿á qué distancia 
de E se encontrarán ? 
L L' 
E E' 
Valiéndonos de la fórmula del 5.° problema general 
dv 
v —v 
haciendo en ella d=6, v=8 y v'=8, se tendrá 
f> x8- 48 _ 
x 
8-8 • 0 —co. 
. Este valor significa (79) que la distancia de E al punto de'reunion 
dé las locomotoras es infinitamente grande , esto es , que no se en-
contrarán jamás , cuyo resultado está conforme con lo que del mismo 
problema se deduce; pues caminando las locomotoras con la misma 
velocidad , siempre existirá entre ellas la distancia de 6 leguas, que 
se supone , y por lo tanto no pueden hallarse nunca. 
Luego el valor infinito hallado para la incógnita de un problema 
indica que este es imposible ("). 
103. Valor indeterminado. Supongamos , por último , que se 
haya de resolver este problema: 
Dos locomotoras L y L' parten al mismo tiempo de la esta-
cion E en la direccion AB, y cada una con la velocidad de 8 
legues por hora, ¿ á qué distancia se encontrarán? 
Valiéndonos, como antes, de la fórmula del 5.° problema general 
dv 
—y' 
haciendo en ella d=0 , v-8 y v'=8 , se hallará 
0x8 0 x= 
8-8 
 -- 0 • 
Este resultado indica (SS) que se encontrarán á cualquiera dis-
tancia del punto de partida E , cuya consecuencia está conforme con 
lo que del mismo problema se deduce , pues si las locomotoras par-
ten juntas , con la misma velocidad é igual direccion , irán siempre 
juntas ; y por consiguiente la distancia de un punto cualquiera de la 
línea que recorren al punto de partida, será siempre una solucion 
del problema. 
Luego el valor indeterminado hallado para la incógnita de un 
problema significa que este admite infinitas soluciones. 
(')  La imposibilidad que en el problema anterior resulta , proviene del sen-
tido en que este se propone , porque de otro modo el valor infinito significa 
aqui que las locomotoras no se encontrarán jamás, y en este sentido es una 
verdadera solucion del problema. Otro tanto sucede en varios problemas geo-
métricos. 
L' 
X= 
i 
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CAPÍTULO VI. 
Resolucion de los sistemas de ecuaciones 
de 1.er grado con dos ó más incógnitas. 
PRELIMINARES. 
101. (Se llama SISTEMA de ecuaciones la reunion de dos 6 
más ecuaciones que deben verificarse ó ser satisfechas simultánea-
mente. 
Se llama SOLUCION de un sistema de ecuaciones el conjunto de 
valores de las incógnitas que verifican ó satisfacen todas las ecua-
ciones del sistema. 
• RESOLVER un sistema de ecuaciones es hallar todas sus solu-
ciones. 
Se da el nombre de SISTEMA DETERMINADO á aquel que solo admi-
te un número limitado de soluciones; é INDETERMINADO en el caso 
contrario. 
Se llaman SISTEMAS EQUIVALENTES aquellos que tienen las mismas 
soluciones. 
Es evidente, segun estas definiciones, que en vez de un siste-
ma de ecuaciones se puede sustituir otro equivalente. 
ARTÍCULO I. 
Eliminacion. 
103. ELIMINAR una incógnita entre dos ecuaciones que con-
tengan dos ó más , es deducir de ellas otra ecuacion que no con-
tenga dicha incógnita, y donde las restantes tengan los mismos va-
lores que en las ecuaciones primitivas. 
Dos son los principales métodos de eliminacion : '1.° el de ada 
clon ó sustraccion: 2.° el de sustitucion (*). 
(') No hacernos mérito del método de los multiplicadores indeterminados, 
debido á Bexout, por no dar d esta materia demasiada extension. 
e 
a 
n 
a- 
3a 
la 
o - 
• 
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106 1. er  MÉTODO. En este método distinguirémos dos casos : 
1.° que la incógnita que se quiere eliminar tenga el mismo coefi-
ciente en las dos ecuaciones : 2.° que le tenga distinto. 
107. 1.er caso. Sea eliminar z entre las ecuaciones prepa-
radas 
5x-}-2z=17, 
4x-2z=10. 
Sumando ordenadamente estas ecuaciones , esto es , primer 
miembro con primer miembro y segundo con segundo, es evidente 
que la ecuacion resultante 
(5x-1-2z)-1-(4x-2z)=1 7+10 , 
6 bien 5x-1-2z+4x-2z=27 
es satisfecha por los mismos valores de x y z que las anteriores; y 
reduciendo los términos semejantes, como +2z y —2z se destru-
yen , se trasformara en 
9x=27, 
que no contiene ya la z. 
Sean las ecuaciones, entre las que se quiere eliminar la z,, 
5x-F-2z=17 , 
3x+2z=11. 
Restando ordenadamente estas ecuaciones , es evidente que la 
ecuacion resultante 
5x--(-2z—(3x+2z)=17-11, 
6 bien 5x-}•2z-3x-2z=6, 
es satisfecha por los mismos valores de x y z que las ecuaciones 
de donde proviene; y reduciendo los términos semejantes (una vez. 
que -1-2z y —z se destruyen) , se trasformará en 
2x=6 , 
que tampoco contiene z. 
Luego para eliminar una incógnita entre dos ecuaciones pre-
paradas (en las que tiene el mism9 coeficiente) , se suman ordena-
damente dichas ecuaciones , si los términos donde se halla la incóg-
nita que se elinüna tienen diferente signo , ó se resta una de otra si 
le tienen igual. 
10S. 2.° CASO. Sea eliminar x entre las ecuaciones prepa-
radas 21 , 
2x— y-F2z =10. 
Multiplicando la primera de ellas por 2 y la segunda por 3 , seŕ 
l 
1 1 
— 71 — 
convertirá el sistema dado en el equivalente (66) 
6x--1-8y-102=42 ,  
6x-3y+6z=50, 
donde la incógnita que se quiere eliminar tiene ya el mismo coefi-
ciente ; y aplicando por consiguiente la regla del primer caso,  
resulta 
11y-16z=12. 
Si las ecuaciones entre las que se quiere eliminar la x fuesen 
8x+y±3z=38 , 
12x-2y-{-z=54 ;  
como los coeficientes 8 y 12 tienen por mínimo comun múltiplo 24,  
bastará multiplicar la primera de las ecuaciones por 7=5 y la  
segunda por i2 =2 , y se obtendrá el sistema equivalente al  
dado (66) 
24x-E-3y-I-9z=114 ,  
24x-4y±2z=108 ,  
donde la x tiene el mismo coeficiente , y aplicando por consiguiente  
la regla del primer caso , resulta 
7y+7z=6. 
Luego para eliminar una incógnita entre dos ecuaciones pre-
paradas (en las que tiene coeficiente distinto) , se trasforman dichas 
ecuaciones en otras donde el coeficiente sea igual, lo que se consigue 
multiplicando cada una de ellas por el coeficiente que tiene la in-
cógnita que se quiere eliminar en la otra ecuacion, ó (lo que es 
mejor si los coeficientes de dicha incógnita tienen factores comu-
nes) hallando su mínimo comun múltiplo , y multiplicando cada 
ecuacion por el cociente que resulte de dividir este mínimo comun 
múltiplo por el coeficiente de la incógnita en la misma ecuacion; y 
este caso quedará reducido al anterior. ) 
109. 2.° nr000 Sea eliminar la x entre las ecuaciones 
3 
2 x-1-2y= 2 z+ 
21 
 , 
2x-1-2z =10-1-y.  
Despejando la x en una de estas ecuaciones, en la primera por  
ejemplo, se tendrá 
X= 
3 
 
5z- y+21 
D?^ 
- -..... ^•^.- -s1111191.--., . ^ ._ o-.d - . ^ ..~.1w... .^. ._... . 
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y sustituyendo su valor en la segunda ecuacion, resulta 
2 X 
5z - 4y +21
-i-2z=10 + , 
3 y 
ecuacion que evidentemente debe ser satisfecha por los mismos 
valores de z é y que las anteriores, y que ya no contiene la x. 
Preparada esta ecuacion se convierte en 
11y-16z=12; 
y como el sistema de que se dedujo , preparado tambien , se con-
vierte en el del primer ejemplo del 2.° caso ante rior, se ve que 
igual resultado se obtiene por uno que por otro método , como 
debia suceder. 
Luego para eliminar una incógnita entre dos ecuaciones , se 
despeja en una de ellas la incógnita que se quiere eliminar , y se 
sustituye su valor en la otra ecuacion. 
110. Para hacer la sustitucion con más facilidad , lo que en 
algunos casos será conveniente , se puede despejar la incógnita en 
las dos ecuaciones. 
Asi , resolviendo las ecuaciones 
2 x
+2y 
 2 z - 
2x-F2z-10+y 
con relacion a la o, se tendrá el sistema equivalente (104) 
5z -4y +21 
x- 
3 
 
_ 10+y-2z 
2  
y poniendo en lugar de o en la segunda su valor, tomado en la 
5z-4y+21 10+y-2z 
primera , resulta 
3 
—  
ecuacion que preparada es 11 y —16z =12 , igual á la obtenida 
anteriormente. 
El medio empleado para la eliminacion de esta incógnita , que, 
como se ve , es un caso particular del método de sustitucion , se 
suele llamar MÉTODO DE IGUALACION , y consiste en despejar la incóg-
nita que se quiere eliminar en las dos ecuaciones é igualar sus va-
lores. 
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0iŕo EJEMPLO de eliminacion. 
11l I. Sea eliminar la x en las ecuaciones 
x y 
a +-b 
— 1
' 
mx+ny=c. 
Para ejecutar la eliminacion por el método de sustitucion , despe-
jariamos la x en la segunda ecuacion , y tendriamos 
c—ny , 
x=  
m 
y sustituyendo su valor en la primera, resultaria 
c—ny 
a 
 
Para ejecutar la misma eliminacion por el método de adicion ó 
sustraccion , preparariamos de antemano el sistema propuesto, el 
cual se convertiria en 
bx+ay = ab, 
nix+ny=c; 
multiplicando ahora la 1.' de estas ecuaciones por ni , y la 2.° por b, 
se obtendria el sistema equivalente 
bmx+amy=abm , 
bmx+bny = be; 
y restando ordenadamente estas ecuaciones , resultaria la ecuacion 
pedida 
amy—bny=abm—be. 
OBSERVAC[ON. De la práctica de los dos métodos de eliminacion 
expuestos , se infiere que el de adicion sustraccion es el más sen-
cillo en las ecuaciones de primer grado, sobre todo si están pre-
paradas; teniendo tambien la ventaja de producir la ecuacion re-
sultante igualmente preparada, lo que no sucede con el de sustitu-
cion: mas si las ecuaciones dadas no estuviesen preparadas, puede 
ser más breve este, que no exige la preparacion anterior de ambas 
ecuaciones; segun, pues, las circunstancias se empleará el método 
que se crea más convenient 
1 ARTÍCULO II. 
Roduccion de los sistemas de ecuaciones de 1." grado. 
11?. La reduccion de.los sistemas es necesaria consecuencia 
de la eliminacion de las incógnitas. A cada acto de adicion ó sus- 
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traccion, O de sustitucion , so sigue forzosamente una diminucion 
del número de las ecuaciones y la eliminacion de -  una incógnita. 
Esta materia, sin embargo , merece tratarse con algun detenimien-
to para no incurrir en inexactitudes. 
Se dice que se REDUCE un sistema de ecuaciones, cuando se con-
vierte en otro que tiene una ecuacion ménos y una incógnita ménos, 
y en el que las incógnitas restantes tienen los mismos valores que' 
en el primitivo. 
En esta operacion distinguirémos dos casos: 1.° que todas las 
incógnitas que contenga el sistema entren en cada una de las ecua-
ciones de este: 2.° que alguna ó algunas de dichas ecuaciones no 
contengan todas las incógnitas 
1l3. 1." CASO. Sea reducir el siguiente sistema de ecuacio-
nes , que ponemos preparadas para mayor claridad y colocadas las 
incógnitas por Orden alfabético : 
1.' u+4x-3y—z=9, 
2.° u-3x-F 3y-f-2z=3 , 
3.° 5u-2x—y----5z=7 , 
4.' —7u-1-6x-{-4y-{-6z=4. 
Elegiremos para mayor sencillez la incógnita que tenga meno-
res coeficientes , que en este ejemplo es la y. Eliminando esta 
incógnita entre las ecuaciones 1.a y 2.' (para lo que basta sumar-
las, 10;) se tendrá la ecuacion resultante 
2u-l-x+z=12. 
Eliminando la misma incógnita y entre las ecuaciones 1.' y 3.', 
se tendrá (simplificándola) 
7u-5x-7z=6. 
Eliminando la misma incógnita entre la 3.' y 4.' ecuacion , se 
tendrá 13u-2x-14z=32. 
Las tres ecuaciones que acaban de obtenerse, forman el 
sistema 
2u+ x-±--z =12 , 
7u-5x-7z= 6 , 
13u-2x-14z= 32 , 
que es el pedido. 
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OBSERVACION. Tambien se puede obtener un sistema eqúi_ 
valente al hallado , eliminando la y entre las ecuaciones 1.' y -
2.a , 1.' y 3.a , 1.' y 4.' ; entre 1.' y 2.' , 2.' y 3.' , 3.' y 4.'; 
entre 1.' y 3.' , 2.' y 3.' , 2.' y 4.' , etc. etc. Mas debe adver-
tirse con especial cuidado que el sistema que se obtuviese n 
entrando 'en alguna de las eliminaciones una 6 más de las ecuacio-
nes del primitivo , como por ejemplo , eliminando. la y en-
tra 1.' y 2.'  , , 1. '  y 3.a  , 2.a y 3.' del sistema anterior , no re-
uniría la circunstancia de tener en él las incógnitas los mis-
mos valores que en el propuesto y deberia desecharse por la 
tanto (*). 
Del procedimiento empleado en la reduccion del sistema ante-
rior y de la observacion precedente; se deduce que 
dPara reducir un sistema de ecuaciones de primer grado ,  
(cuando todas las incógnitas se hallan en cada ecuacion) , se-
elimina la incógnita entre dos cualesquiera de dichas ecua-
ciones, y se tendrá la primera ecuacion del sistema reducido; 
se elimina la misma incógnita entre otras dos ecuaciones, de 
las que una al ménos sea distinta de las tomadas anterior-
mente , y se tendrá la segunda ecuacion del . nuevo sistema : y 
así se continúa hasta obtener tantas ecuaciones ménos, una coma 
tiene el. sistema propuesto ; cuidando de que en las eliminacio-
nes parciales verificadas entren todas las ecuaciones del sistema 
primitivo 
(') El sistema obtenido de este modo es indeterminado (alo). 
Si un sistema tiene tres ecuaciones, como combinada la 1. a  con la 2 
á, 
 la 1." 
con la 3." y la 2." con la 3. a , se obtendrian tres ecuaciones, siendo suficientes 
dos para el sistema reducido: y por otra parte, tres cosas se pueden combinar 
de dos en dos de tres maneras distintas; resulta que 3e pueden obtener tres 
sistemas reducidos de forma distinta , mas todos equivalentes, porque las tres 
ecuaciones primitivas entran en la deduccion de cada uno. 
Por una razon análoga, si el sistema tiene cuatro ecuaciones se pueden ob-
tener veinte sistemas reducidos de diversa forma; pero de estos solo diez y seis 
darán para las incógnitas que comprenden los mismos valores que el sistema 
propuesto : los cuatro restantes, no habiendo entrado en su formacion alguna 
de las ecuaciones del sistema primitivo, serán indeterminados, aunque este no 
lo sea. 
En el sistema de cuatro ecuaciones del texto, los reducidos que se obtu-
viesen eliminando una incógnita entre 1." y 2.a  , 1..° y 3.a, 2." y 3.a ; entre 1.$  
y2.a ,1.a y4.a , 2a y4."; entre 1.a y 3á ,i .ay4.a,3•a y 4•a y  entre 2.
a y3. a , 
2.a  y 4.a , 3.a  y 4 
á, 
 serian indeterminados, etc. etc. 
o — 76 — 
f I4. 2.' uso. Sea reducir el sistema siguiente : 
1.' u- 1-4x- 3y—z= 9, 
2.a 2u-1-8y-2z=22, 
3.° 5u-2x—y-5z= 7, 
4.' 7y--3z=17 . 
Como las ecuaciones 2.' y 4.' de este sistema no contienen la 
incógnita x, pueden desde luego formar parte del sistema reduci-
do donde no entra dicha incógnita : eliminando; pues , esta entre 
las ecuaciones 1.° y 3.a , se tendrá, la ecuacion 
11u-5y-11z=23, 
que reunida con la 2.° y 4.' anteriores forman el sistema re-
ducido 
2u±8y-2z=22, 
7y±3z=17, 
11u-5y-11z=23. 
Si hubiésemos de. reducir el sistema 
4x-F5y-2z=31 , 
• 2y-3z=19, 
3y--5z=0; 
como las dos últimas ecuaciones no contienen la incógnita x, estas 
ecuaciones forman el sistema reducido 
2y-3z=19, 
3y + 5z= 0. 
.Luego para reducir un sistema de ecuaciones de primer grado 
(cuando cada ecuacion no contiene todas las incógnitas) se toma 
el mayor número de ecuaciones que haya en el sistema dado en 
que no entre una cualquiera de las incógnitas ; y si estas ecuacio-
nes no son bastantes pura formar el sistema reducido, se forman 
las restantes eliminando la misma incógnita entre las ecuaciones 
donde se halle en el sistema primitivo, como se verificó en el pri-
mer casó 
OBSERVACIot' . Si nos propusiésemos obtener un sistema reduci-
do , en que no entrase una incógnita determinada , ó eliminar una 
incógnita dada en el sistema propuesto , es claro que solo se toma- 
rían desde luego para el nuevo sistema las ecuaciones que no con-
tuviesen dicha incógnita , deduciendo las restantes, como se dice 
en la regla precedente. 
^ 
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ARTÍCULO III. 
Resolucion de los sistemas de ecuaciones de primer grado 
que tienen tantas incógnitas como ecuaciones. 
5u-2x— y —5z=7 
 
7u±6x--4y±6z=4 ;  
Reduciendo este sistema (ti 3) , se convierte en 
2u-}-x-{-z=12  
7u-5x-7z= 6 [B]. 
13u-2x-14z=32  
Reduciendo el sistema anterior , para lo que bastará eliminar  
la x entre las ecuaciones 1.' y 2.', y entre la 1.' y 3.' , se obtiene  
el nuevo sistema reducido  
34u-4z=132 
17u-12z= 56 [C] ' 
Reduciendo, por último, este sistema de dos ecuaciones, ó 
eliminando la z entre ellas , se tiene 
85u=310.  
Resolviendo esta ecuacion resulta 
340 
u= 85 = 4. 
Sustituyendo este valor en una de las ecuaciones del siste-
ma [C] , en la 1.' por ejemplo , se tendrá  
34X4-4z=132; 
de donde z= = 1 . 
Sustituyendo ahora los valores de u y z en otra de las ecua-
ciones del sistema [B] , en la primera por ejemplo , resulta  
2X4-fx+1=12; 
de donde x=3. 
Sustituyendo , por último, en una de las ecuaciones del sis- 
, 
,,.  
115.  Sea resolver el sistema de ecuaciones siguientes:  
u-1-4x-3y— z=9  
u-3x+3y-1-2z =3 
[A]. 
II 
tema primitivo [A] , en 
de u,zyx,se tendrá. : 
de donde 
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la segunda por ejemplo, los valores 
4-3 X3+3y+2X1=3; 
6 
y=  =2. 
u=4 
Luego los valores de las incógnitas son ........
x-3 
2 
' —1. 
Comprobacion. Sustituyendo en el sistema [A] en vez de las 
incógnitas los valores hallados, se tiene 
4+4X5-3X2-1=9 ó 9=9, 
4-3X3-1-3X2+2X1=3 G 3=3, 
5 X 4-2 X 3-2-5 X 1 =7 ó 7=7 , 
—7X4+6 x3+4 X2+6X1=4 ó 4=4. 
Luego los valores hallados satisfacen las ecuaciones del sistema 
propuesto. 
Sea resolver el sistema de ecuaciones 
4x+5y —2z=  31 
2y-3z=19 [A]. 
3y+2z= 9 
El primer sistema reducido es ( Mil) 
2y-3z=19
? 
3y±2z= 91 
El segundo (eliminando la z entre estas dos ecuaciones) es 
13y =65 ; 
de donde 
y= ?3 =5. 
Sustituyendo este valor en una de las ecuaciones del sistema B, 
en la segunda por ejemplo, se tiene 
3X5±2z=9; 
de donde z = 6 =-3. 
Sustituyendo los valores de y y z en una de las ecuaciones del 
sistema [A] , en la primera por ejemplo, resulta 
4x-l-5X5-2X-3=31 ; 
o 
de donde x= =u. 
4 
[B]. 
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ix=0 Luego los valores de las incógnitas son... y=5  
z=-3.  
Cuyos valores se pueden comprobar como en 'el ejemplo an-
terior. 
De la práctica de los ejemplos precedentes se deduce la si-
guiente regla:  
Para resolver un sistema cualquiera de ecuaciones de primer 
grado con igual número de incógnitas, se reduce el sistema dado: 
el sistema que se obtenga en esta reduccion se reduce de nuevo , y 
así sucesivamente hasta que resulte una sola ecuacion con una in-
cógnita: se halla el valor de esta; se sustituye su valor en una de 
las ecuaciones del sistema que tenga dos, y se determinará el valor 
de otra incógnita : se sustituyen los valores de estas dos incógnitas 
en cualquiera de las ecuaciones que contenga una nueva incógnita 
del sistema, y se hallará el valor de otra incógnita. De este modo 
se continúa hasta haber hallado los valores de todas las incóg-
nitas (*). 
Es conveniente la comprobacion de los valores hallados, para  
evitar cualquier error a que la misma sencillez de la operacion da  
lugar con frecuencia. 
Otro EJEMPLO.  
Sea resolver el sistema [A]. 
2t—u+2y—z=31 
u +y- 6z-5 ( 
5t-}-2x+2y -{-z=7 [A]. 
2u—y 4 
41— u -I-8z=1 
u+ y- 6z=5  
,2u —y 4 [C]. 
— u -I- 4y -10z=5  
2t— u -I-2y —z =3` 
u-i-y -6z=5^ 
2u— y 
B = 4  
4t— u -1-8Ñ =1) 
2u — y= 4  [D]. 18y=.-:36.   8u-7y=10  
(•) La columna en que aparecen los valores de todas las incógnitas , obte-
nidos por la sustitucion regresiva del valor dado por la ecuacion final, suele  
llamarse columna de retorno. 
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Aplicando la regla precedente al sistema [A] , se obtienen 
sucesivamente los. sistemas [B] , [C] , [D] y la ecuacion final 
í8y-35. 
La ecuacion final nos da .............. y=2, 
el sistema [D]    u= 3 , 
el  [C]  z=0, 
el  [B] ........t= 1, 
y el -- [A]    x=-1• 
OBSERVACION. En los sistemas de ecuaciones de primer grado de 
tantas ecuaciones corno incógnitas, cada una de est s no puede 
tener más que un solo valor., pues se deduce el valor de cada una 
de una ecúacion de primer grado con una incógnita (73). De 
manera que estos sistemas no tienen más que puna solucion , por 
cuya razon se llaman determinados (*). 
ARTÍCULO IV. 
Indicaciones sobre la resolucion de los sistemas con más y con 
menos incógnitas que ecuaciones. 
110. Si hubiésemos de resolver un. sistema de m ecuaciones de 
primer grado con m+n incógnitas, reduciriamos el sistema pro- , 
puesto ; el sistema obtenido se reduciria de nuevo y así sucesivamen-
te hasta llegar la ecuacion final , que tendria n+1 incógnitas ; los 
conjuntos de valores que resuelven esta última ecuacion , combina-
dos con cada uno de los que fuesen resultando para las incógnitas 
eliminadas, formarian las soluciones del sistema dacio. 
Siendo ilimitado el número de valores que para las incógnitas 
darla la ecuacion final (76, 1.") el número de soluciones de estos 
sistemas es infinito , por cuya razon se llaman indeteriliinados. 
117. Si por el contrario , se hubiese de resolver un sistema de 
m+n ecuaciones con in incógnitas , se tomaŕian m ecuaciones , y de 
ellas se deducirian los valores de las in incógnitas ; sustituyendo lue-
go los valores hallados en las n ecuaciones restantes, si estas quedan 
satisfechas , el sistema propuesto es posible y determinado; en el caso 
contrario será imposible. 
Cuando los coeficientes de las incógnitas son literales, las 
igualdades que resultan de la sustitucion de los valores de las in-
cógnitas en las n ecuaciones restantes , se llaman igualdades de 
C) Se exceptua el caso en que las ecuaciones del sistema sean contradicto-
rias, 6 no contengan condiciones distintas. 
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condicion; por expresar las relaciones que han de tener entre sí di-
chos coeficientes para que el sistema sea posible. 
ARTÍCULO V. 
Imposibilidad é indeterminacion de los sistemas de tantas 
ecuaciones como incógnitas. 
1 iS. Ya se ha visto (115 , obs. ; 116 y 117) que solo los siste-
mas de tantas ecuaciones como incógnitas son , por punto general, 
posibles y determinados. Mas es necesario para que esto se verifique 
que ninguna de sus ecuaciones sea absurda (SO) ó idéntica (Se); 
pues en tal caso es evidente que el sistema no pueda ser satisfecho 
por valores finitos de las incógnitas , ó por un número limitado de 
estos. 
Aún hay otros casos en que los sistemas de que nos ocupamos 
pueden ser imposibles 6 indeterminados. 
Supongamos que se hubiese de resolver este sistema: 
y — x=a, 
2y-2x=3a. 
Eliminando cualquiera de las incógnitas, la y por ejemplo, entre 
estas dos ecuaciones, se tendrá (10S) 
2y-2x=3a, 
2y-2x=2a. 
(2-2)x= a, 
ó bien =a; 
6 despejando la x antes de la reduccion de sus coeficientes 
a a 
x_ 
= 
 
=00. 
2-2 0 
El mismo valor se hubiera hallado para la y. 
Para interpretar los resultados que se acaban de obtener, exami-
- nemos el sistema de ecuaciones propuesto 
y —x =a, 
2y-2x=3a; 
y se notará desde luego que estas ecuaciones son incompatibles ó 
expresan condiciones , contradictorias ; porque siendo la diferencia de 
dos, cantidades igual á a, es imposible que el duplo de esta diferencia 
sea al mismo tiempo igual á 3a. 
Luego el resultado 0= a ó x=oo , hallttdo en la resol2icion de un 
sistema de ecuaciones , indica que estas son - CONTRADICTORIAS Ó INCOM -
PATIBLES y que por lo tanto el sistema es absurdo. 
119. Supongamos que se hubiere de resolver este sistema 
3x-2y =a , 
6x— iy = 2a. 
ALG. 6 
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Eliminando cualquiera de las dos incógnitas , la y  por ejem-
plo (1Os), se tendrá 
6x—'y=2a, 
6x—dy=2a, 
(6-6)x=0, 
6 bien 0=0 
6 despejando la x Antes de reducir sus coeficientes 
0 0 
x= =6_ 6 0 
Para interpretar estos resultados, se observará que en el sistema 
dado 
3x-2y=a, 
6x-4=2a, 
las dos ecuaciones expresan una misma condicion; porque expresan-
do la primera que tres veces una cantidad ménos dos veces otra es 
igual á a, tiene que verificarse que seis veces la primera cantidad 
ménos cuatro veces la otra componen 2a. Esto sucede siempre que 
una ecuacion se ha deducido de otra ó de otras por medio de opera-
ciones que no alteran el valor de las incógnitas (O6) , en cuyo caso 
.no contiene más condiciones que las de aquella ó aquellas de que se 
dedujo. Reduciéndose, pues , las ecuaciones del sistema á una ménos,. 
y quedando el mismo número de incógnitas , el sistema es indeter-
minado (116). 
Luego el resultado 0=0, 6 x = -o
° 
, hallado en la resolucion de un 
sistema de tantas ecuaciones como incógnitas , indica tambien que dos 
ó más de dichas ecuaciones expresan una misma condicion , ó que al-
guna es una consecuencia de otra ú otras , y por lo tanto que el sistema 
es indeterminado. 
teo. De lo expuesto en los números anteriores se deduce que 
para que un sistema de ecuaciones de primer grado sea posible y 
determinado', debe reunir las circunstancias siguientes: 
1. Que contenga tantas ecuaciones como incógnitas. 
2.' Que ninguna de estas ecuaciones ha de ser imposible, ni 
una identidad. 
3.' Que estas ecuaciones no han de ser contradictorias. 
4.' Que cada ecuacion ha de expresar una condicion distinta 
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CAPÍTULO VII. 
Resolucion de los problemas de primer 
grado con dos ó más incógnitas. 
i``I. Estos problemas se plantean coma los de primer grado 
con una incógnita (S6); advirtiendo solo que para que el problema 
sea posible y determinado, es preciso que el sistema de ecuacio-
nes, que en el planteo se obtenga , cumpla con las circunstancias 
expresadas en el núm. feo. 
PROBLEMAS.  
i2T. 1.° Dos amigos hicieron en una fonda un 
gasto de 60 reales, que ninguno de ellos tenia bas-
tante dinero para pagar. Satisfizo , al fin, el prime- 
ro la deuda, habiendo tomado al efecto los 
3 
 de la 
cantidad que tenia el segundo : tambien hubiera 
podido éste satisfacerla tomando los ¢ de lo que 
tenia aquél` ¿Cuánto dinero tenia cada uno ? 
Sea x la cantidad que tenia el primero , la que tenia el segun-
do y : y como con la cantidad del primero , mas los 3• de la del 
segundo, se satisfizo la deuda: y la cantidad del segundo, mas 
los de la del primero, bastaban para satisfacerla, las ecuaciones 
del planteo serán 
x-l- 3 y-60, 
y -f- x=60. 
Preparando este sistema , para resolverle con mas sencillez , se 
convierte en 
3x1-2y=480, 
4y+ 3x=240; 
y resuelto (111 5), se tiene x =40, y=30. 
Luego el primero tenia 40 rs. , y el segundo 30, cantida- 
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des que satisfacen las condiciones del problema; porque 
440 -{- 
3 
 X30=60 y 30+ -37, X440=60. 
OBSERVAC[ON. Este problema se puede resolver tambien por me-
dio de una sola incógnita. En efecto, llamando x la cantidad que 
tiene el primero de los amigos; como á la que tiene el segundo le 
faltan 
4 
 de la del primero para valer 60, la del segundo será 
60— 
3
x ; 
y por consiguiente el planteo es 
x+ (60— - 
3 
x)=60. 
De donde la cantidad del primero ó x=40 , y la del segundo 
60— ± X 440=60 —30=30. 
El planteo de este problema con dos incógnitas se verificó con 
más facilidad que con una sola; y esto es debido á que la relacion 
entre las ► tidades desconocidas no es tan sencilla como al efecto 
convendria.: SS, obs.). En este caso, y en general siempre que la 
disminuciá l número de incógnitas complique mucho el planteo, 
y aun las ecuáeiones que de él resulten, aconsejamos á los princi-
piantes que emigren tantas incógnitas como cantidades desconocidas 
haya en el pr ema. 
Hieron, rey de Siracusa , entregó á su 
etrio 20 libras de oro para fabricar una 
habia ofrecido á Júpiter. Concluida la 
ló que la corona pesaba las 20 libras. 
o , el rey sospechó que el platero le ha-
bia defraudado aleando plata con el oro , y encargó 
á Arquímedes que averiguase, sin destru la co-
rona , si sus sospechas eran ó no fundadág. 
Sabiendo este gran geómetra que el oro sumer-
gido en el agua pierde 0,052 de su peso ,  y la plata 
0,099, pesó la corona sumergida en el agua, y ha-
biendo hallado que su peso era de 18,75 libras, de- 
platero D 
corona 
obra , se 
Sin emb 
Í 
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dujo las libras de plata y de oro que la corona te-
nia. d  Cómo puede esto averiguarse ? 
Llamando x el número de libras de oro , y el de plata y , se  
tendrá x -l- y = 20. 
Por otra parte , como una libra de oro sus gida en el agua 
pierde 0,052 de peso, x libras perderán .052x. 
Perdiendo una libra de plata O tde su peso, y libras perde- 
rán 0,099y ; mas como el peso do por el oro y la plata de la  
corona es evidentemente el p: ° rdido por esta , esto es ,  
20-18,75=1,25, la ot ion del planteo será  
0,05 á ^ 4 1,099y=1,25.  
Multiplicando los dos miembros de esta ecuacion por 1000, y 
reuniendo con ella la obtenida anteriormente , se tendrán las dos  
ecuaciones del problema  
52x -I- 99y = 1250 , 
x-l- y=20. 
De donde (1115) x=15,53, y=4,47.  
Luego el platero habia sustraido 4,47 libras de oro reempla-
zándolas con igual cantidad en peso de plata. 
OBSERVAcIoN. No puede llegarse al planteo de este problema 
tal como Ilieron le propuso, sin algun conocimiento de las leyes de 
la Física ; lo mismo podria decirse de otra multitud de ellos , de 
que el anterior no es más que un ejemplo. De manera que aunque 
el Álgebra proporciona reglas para la resolucion de las ecuaciones, 
para la formacion de estas se necesitan conocimientos en la ciencia 
á que el problema se refiere. 
121. 3.° Tres amigos jugaron otras tantas no-
ches sucesivas. En la primera noche perdió uno de  
ellos , y los otros dos ganaron , cada uno una can-
tidad igual á la que tenian ántes de principiar el  
juego : en la segunda noche perdió uno de éstos, y  
'ganaron los otros dos, cada uno una cantidad igual  
á la que tenian al comenzar el juego esta noche; en  
la tercera , el que hasta entónces habia ganado per-
dió con cada uno de los otros una cantidad igual ã  
la que éstos tenian ántes de principiar el juego esta  
Z 
a 
a 
• 
ó 
a 
31.- 
-•,^ .^.. .0111R.,.. .,..  
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última noche. Habiendo quedado todos con 200 rs., 
¿cuánto tenia cala uno ántes de principiar ájugar? 
Llámese x la cantidad que tenia el que perdió la primera no-
che, la que tenia el que perdió la segunda y , la que tenia el que 
perdió la tercera z. 
En la primera noche al 1.° le quedó: x—z--y; al 2.° 2y, y 
al 3.° 2z. 
En la segunda noche al 1.° le quedó: 2(x—y—z) ; al 2. °  
2y-2z- (x- y— z) =2y -2z—x±y±z=3y—z—x ; y 
al 3.° 4z. 
En la tercera noche al I.  le quedó: 2X 2(x—y—z)= 
4(x—y.—z)=4x-4y-4z; al 2.° 2(3y — z —x)= 6y — 2z 
—2x; y al 3.° 4z-2 ,(x —y—z)—(3y—z—x)=4z-2x 
-±-2y±2z-3y+z±x=7z —x —y; y como al fin han que-
dado todos con 200 rs., las ecuaciones del planteo serán 
4x-4y-4z=200, 
6y —2z-2x=200, 
7z—x—y=200, 
6 simplificándolas y escribiendo por Orden las incógnitas , todo para 
mayor claridad , se tendrá 
x—y—z= 50, 
—x±3y—z=100, 
x— y - 1- 7z =200, 
De donde (115) x=325 , y =175 , z= 100. 
OBSRRVAC[oN. En la resolucion de este problema se notará que 
hay que ejecutar varias operaciones preliminares ántes de obtener 
el planteo, lo que sucede con bastante frecuencia. 
t1 25. 4.° Un número consta de cuatro cifras, 
cuya suma es 16: la cifra de las centenas es dupla 
de la de los millares : la suma de las cifras de los 
millares, centenas y unidades es igual å la cifra de 
las decenas ; y por último , agregando 4536 al nú-
mero dado, resulta el mismo escrito en un Orden 
inverso. ¿Cuál será este número ? 
Sea u la cifra de las unidades, la de las decenas x, la de las 
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centenas y, y la de loslmillares z ; y las ecuaciones del planteo serán 
u+x:±yH- z =16, 
2z= y, 
z-1-y+u= x , 
u +10x +100y +1000z -i—  4536 = z +10y ±100x ±1000u, 
ó preparándolas para mayor sencillez 
u-1-x±y+z=16, 
2z—y=0 , 
u—x±y±z=0 , 
999u±90x— 90y-999z=4536. 
De donde (HJ) u=5, x=8, y=2, z=1. 
' Luego el número pedido será 1285. 
120. 5. °  Un banquero tiene dos especies de monedas : a 
monedas de la primera especie componen un doblon: b de la 
segunda equivalen,tanlbien á un doblon. Para componer otro 
doblon con c monedas de ambas especies, y cuántas han de en-
trar de cada una de estas? 
Sean x las monedas que han de entrar de la primera especie, las 
de la segunda y ; y como el total de monedas ha de ser e , se tiene 
desde luego la ecuacion 
x -s- y=c. 
Por otra parte, a monedas de la primera especie forman un do- 
blon , luego una moneda de esta especie formará á de doblon , y 
por consiguiente x, que han de entrar de esta especie, serán 
de doblon. 
Por una razon análoga las y monedas de la segunda especie equi- 
valdrán á b de doblon ; y como estas dos partes han de equivaler a 
un doblon, la otra ecuacion del planteo será 
x y 
a + b 1 ' 
que preparada y reunida á la precedente , forman el sistema 
bx+ay=ab, 
x+y=c. 
De donde (11 5) x= 
a(c—b) y_  b(a—c) 
a—b a—b 
OssravncioN. Las fórmulas obtenidas en este problema pueden 
servir para interpretar los diferentes valores que pueden obtenerse 
para las incógnitas en los problemas de primer grado que tienen dos 
6 más, cuya interpretacion omitimos ; porque lo dicho desde el nú-
mero 98 al 101 es general y aplicable por consiguiente á los pro-
blemas de dos 6 más incógnitas. 
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f el. 6 . " Mira ese estanque : de la sierra umbría 
Tributo vanle á dar cuatro raudales; 
Llenarle puede el uno en todo un dia 
El otro necesita dos cabales, 
El tercero hasta tres, y todavía 
El último uno más , quedando iguales: 
Si los cuatro á la vez libres corrieran, 
4 Cuánto tiempo en llenarlo consumieran? 
EYITA F IO. 
7.° Hic Diophantus habet tumulum , qui tempora vita 
Illius mira denotat arte tibi. 
Egit sextantem juvenis : lanugine malas 
Vestire hint ccepit parte duodecimá. 
Septante uxori post hace sociatur , et auno 
Formosus quinto nascitur indé puer. 
Semissem aetatis postquám attigit ille paterna, 
Infelix subita morto peremptus obit. 
Quatuor a estates genitor lugere superstes 
Cogitur: hint anuos illius assequere. 
d Qué edad tenia Diofanto? 
- -7.111
7 
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CAPÍTULO VIII. 
Cuadrado de las cantidades algebráicas. 
ARTÍCULO I. 
Cuadrado de los monomios. 
12S. Sea elevar al cuadrado el monomio 3a2bc' . 
Segun la definicion del cuadrado (Arit. , 56) , y recordando ,  
tambien lo expuesto en la multiplicacion de monomios (33 y 34), 
se tendrá 
(3a'bc') 2=3a2bc 4  X 3a2bc' =9a 4b 2c 10  
Del mismo modo 
(—ab 3 )2  =— ab' X —ab' = a2b 6  . 
Luego para elevar al cuadrado un monomio entero se eleva el 
coeficiente al cuadrado , se duplican todos los exponentes , y al re-
sultado se le pone siempre el signo positivo. 
3 
1?9. Elévese al cuadrado la fraccion a3a
• 
Se tendrá 
(3a3c  2  3a 3c 30c_ 3 a 3c x 3a 3c (300)2 9062
\2bd `) 2bd4 X  2bd' 2bd4  x 2bda = (2bd4)2 — 4620 
Luego para elevar un quebrado á la segunda potencia se eleva: 
numerador y denominador á la misma potencia. 
ARTÍCULO II. 
Cuadrado de los polinomios. 
130. El cuadrado de un binomio cualquiera a± b es 
(39 , 1.°) (a+b) 2  = o,
2+2ab+b2 . 
Sea ahora elevar al cuadrado el polinomio a±b - {-c. 
Haciendo b -}-c =k se tendrá 
(a±b±c) 2 =(a+k)2 =0+2ak±k
2  , 
y poniendo en lugar de k y k2  sus valores b+c y b2-1 -2bc±c2  
resulta (a±b-1-c) 2 =o,2+2a(b-i-c)±(b2±2bc-}- c2 ) 
ó (a±b--.c) 2 =o, 2-{-2ab+tac-s-b2-f-2bc±c 2  [1]. 
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Ls evidente que un procedimiento análogo nos daría el cua-
drado de un polinomio, cualquiera que fuese el número de sus tér-
minos. 
Generalizando , pues, este resultado , se tiene la siguiente re-
gla practica : 
Para elevar un polinomio al cuadrado , se cuadra el primer 
término y se multiplica el duplo del primero por lodos los que le 
siguen: se cuadra el segundo y se multiplica el duplo de éste por 
todos los que le siguen: se cuadra el tercero y se multiplica el du-
plo de éste por todos los que le siguen ; y así se continúa hasta que 
se llegue á cuadrar el último. 
OBSERVACIONES. 
13*. 1.' Si un polinomio y su cuadrado se ordenan con rela-
cion á una letra, el primer término del cuadrado será el cuadrado 
del primer término del polinomio, y el último el cuadrado del últi-
mo (39, 2.a). 
2.a Si del cuadrado del polinomio anterior a+b -{- c (cuyos 
términos, a, b, c, supondrérnos ordenados con relacion a las po-
tencias descendentes, por ejemplo, de una letra x) se resta el 
cuadrado del primer término 6 sea a2 , quedará [1] 
2ab - F- 2ac -1- b2 -{- 2bc et , 
• donde teniendo la letra por que se ordena mayor exponente en a 
que en b, y en esta que ene , es evidente que en 2ab tiene mayor 
exponente que en cualquiera de los términos siguientes : luego 2ab 
es el primer término del resto ordenado con relacion á la misma 
letra x. 
Luego si del cuadrado de un polinomio , ordenado con re-
lacion á una letra, se resta el cuadrado del primer término, el 
primer término del resto , ordenado con relacion á la misma letra, 
es el duplo del primer término de dicho polinomio multiplicado por 
el segundo. 
Si del cuadrado de dicho polinomio [1] restamos (a±b)t 6 
sea a'+ ± b2  , quedará 
tac -►-- 2bc + c2 , 
donde, por igual razon que antes, el término 2ac es en el qua 
• 
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la letra ordenatriz tiene mayor exponente; luego será el primer 
término del resto también ordenado. 
' Luego si del cuadrado de un polinomio ordenado con relacion 
á una letra, se resta el cuadrado de la suma de los dos primeros 
términos, el primer término del resto, ordenado con relacion á la 
misma letra ; será el duplo del primer término de dicho polinomio 
multiplicado por el tercero. 
Del mismo modo se hacia ver que restando del cuadrado de un 
polinomio ordenado con relacion á una letra, el cuadrado de la 
suma de sus tres primeros términos , el primer término del resto, 
ordenado con relacion á la misma letra , sería el duplo del primero 
del polinomio propuesto, multiplicado por el cuarto término del 
mismo ; y así sucesivamente. 
CAPITULO IX. • 
Raiz cuadrada de las' cantidades 
algebráicas. 
ARTICULO I. 
Raíz cuadrada de los monomios. 
11I 3e. RAIZ CUADRADA de una cantidad es otra cantidad que 
elevada al cuadrado produce la primera. 
De esta definicion, que es igual á la que hemos dado en la 
Aritmética, y de la regla dada para la elevacion de un monomio al 
cuadrado (12S) , se infiere que 
Para extraer la raíz cuadrada de un monomio entero se extrae 
la raíz cuadrada del coeficiente y se dividen por 2 todos los expo-
nentes. 
La raíz podrá ser positiva 6 negativa, una vez que ambas ele-
vadas al cuadrado dan un resultado positivo (33, crol. 2.°) , por 
cuya razon se le pone el signo ±. Así 
e/9a4b2cf 0  = -!- 3a2bcs  , \/ a'b? = ± ab' . 
OBSERVACION. Cuando la cantidad de que se trate de extraer la 
raíz cuadrada es negativa, la operacion es imposible porque bien 
se ponga á dicha raíz el signo + 6 el — , elevada al cuadrado 
1 
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produce un resultado positivo, y no la cantidad de donde la raíz se 
extrae. 
Llámanse cantidades IMAGINARIAS de segundo grado las raíces 
cuadradas de cantidades negativas; y por oposicion a ellas se 
da el nombre de cantidades REALES á las que no son imagina- 
rias. V-4, \/-2,  \/—a', — b son cantidades imagina-
rias, y todas las que hemos expresado hasta ahora reales. 
133. Tambien se infiere de la definicion anterior y de lo ex-
puesto (523), que 
Para extraer la raíz cuadrada de un quebrado , se extrae la 
del numerador 
y 
 denominador 
 y 
 se parte la primera por la se-
gunda. Así 
/9a6c 2  _ V 9asc 2  -+--3a3c +  30c • 
V Vd' 4b'd3 ±2bd' 2bd
4 
 
OBSERVAC[ON. Tanto en los enteros como en los quebrados, la 
raíz no sera exacta : 1.° cuando el coeficiente numérico no sea un 
cuadrado perfecto: 2.° cuando el exponente de cada letra no sea 
divisible por 2. 
En estos casos se deja la operacion indicada , simplificando , si 
se puede , la expresion resultante , como adelante se verá. 
ARTICULO II. 
Raíz cuadrada de los polinomios. 
131. La extraccion de la raíz cuadrada de un polinomio tiene 
por objeto hallar otro polinomio que elevado al cuadrado produzca 
el propuestos 
Si, pues, suponemos ordenados los dos polinomios (el dado y 
su raíz) con relacion a una misma letra, el primer término del 
polinomio propuesto es igual al cuadrado del primero de la raiz 
(131 , 1.'). 
Luegó el primer término de la raíz se halla extrayendo la raíz 
cuadrada del primero del polinomio propuesto. 
Si del polinomio dallo se resta el cuadrado del primer término 
de la raíz, el primer término del resto sera igual al duplo del pri-
mero de la raíz multiplicada por el segundo (131, 2.'). 
1 
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Luego el segundo término de la raíz se halla restando del poli-
nomio dado el cuadrado del primero de la raíz , y dividiendo el pri-
mero del resto por el duplo del primero de la raíz. 
Si del polinomio dado se resta el cuadrado de los dos primeros 
términos de la raíz, ó (puesto que ya se ha restado de dicho po-
linomio el cuadrado del primer término) si del resto anterior se 
resta el duplo del primero de la raíz multiplicado por el se-
gundo , y el cuadrado de este , et primer término de este nuevo 
resto. es el duplo del primero de. la raíz multiplicado por el tercero 
(131, 2.a). 
Luego el tercer término de la raíz se halla restando del primer 
resto el producto del duplo del primer término de la raíz más el 
segundo por éste , y dividiendo el primer término del resto ordena-
do por el duplo del primero de la raíz. 
De una manera análoga se hallan los términos siguientes. 
Reuniendo, pues , bajo un solo contexto las reglas anteriores 
y dándoles un sentido practico para facilitar su ejecucion , tendré-
mos la siguiente regla, que guarda la mayor analogía con la ex-
, traccion de la raíz cuadrada de los números. 
Para extraer la raíz cuadrada de un polinomio se ordena 
éste con relacion 'á una letra. Se extrae la raíz cuadrada del pri-
mer término, y se tendrá el primer término de la raíz. El cua-
drado del primer término de la raíz se resta del polinomio pro-
puesto : se divide el primer término del resto por el duplo del 
primero de la raíz, y se tendrá el segundo término de esta. Al 
lado del duplo del primer término de íN raíz se escribe para mayor 
sencillez el segundo: el binomio que forman se multiplica por dicho 
segundo término , y el producto se resta del resto anterior: se di-
vide el primer término del resto por el duplo del primero de la raíz, 
y se tendrá el tercer término de esta. 
Al lado del duplo de los dos primeros términos de la raíz se es-
cribe el tercero, este polimonio se multiplica por dicho tercer término 
de la raíz , y el producto se resta del resto anterior: se divide el 
primer término del resto por el duplo del primero de la raíz; y 
así se continúa hasta que un resto sea cero , ó hasta que alguna 
division parcial no dé cociente exacto. 
EJEMPLO. Sea extraer la raíz cuadrada de 
. a4-4a'-F4a6±8a3-{-4-4a'. 
k! 
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La operacion se ordena de este modo : 
Polinomio or- 
denado  4a
6-4aS-F-a4 -1-8a 3-40-1-4 2a
3—a5+2 raŕz. 
' —4a° 
í.e! resto ........—'aa
5
+a4+8a
3-4a =+4 (4a
3=a5 ) X . — aa  
2.' resto .........................8a'-4a
2-1-'i 
—8a'-I-4a 2-4 
(4a 3-2a" -1-2) X2 
3.°r resto ..............................O 
Despues de ordenado el polinomio propuesto, se extrae la raíz 
cuadrada de su primer término 4a° , cuya raíz cuadrada es -±-2a' 
(132), esta cantidad tomando el signo positivo forma el primer 
término de la raíz; si se tomase el signo negativo tambien formaria 
el primer término de otra raíz, que solo se distinguiria de ]a halla-
da en que llevaria signos contrarios , de modo que el polinomio 
tiene dos raíces cuadradas, de las que una se deduce de la otra 
mudándole los signos. 
(2a 3)° =4a° se resta del polinomio propuesto. 
—4a5 , primer término del resto, se divide por 4a 3 , duplo del 
primer término de la raíz , y el cociente —a" es el segundo térmi-
no de esta. La operacion se continúa como indica la regla y apa-
rece del cuadro precedente. 
OBSERVACIONES.  
135. 1. 1 E1 polinomio resultante no será entero y racional, , 
aunque el dado lo sea, cuando el primer término no tenga raíz cua-
drada exacta, 4 cuando alguna de las divisiones, que hayan de 
verificarse para hallar el 2.°, 3.°, 4. 0 , e tc. términos , no dé co-
ciente exacto. 
2.' Un binomio no tiene raíz exacta ; porque el cuadrado de un 
monomio es otro monomio, et de un binomio es un trinomio, y en 
general el de un polinomio cualquiera otro polinomio de más de dos 
términos. 
Así que , Ya'-1-b' no es a-1- b , como suelen creer los princi-
piantes. Nunca puede decirse que la raíz de una suma es la suma de 
las raíces de los sumandos, ni' que la potencia de una suma es la 
suma de las potencias de los sumandos. 
Cálculo de los radicales de segundo 
grado. 
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CAPITULO X. 
ARTÍCULO PRIMERO. 
Cálculo de los radicales reales de segundo grado. 
136. El cálculo de estos radicales tiene por fundamento el 
siguiente 
TEOREdéA. La raíz cuadrada de un producto es igual al pro-
ducto de las raíces cuadradas de sus factores. 
Es decir, que VABC=VA X VBXVE. En efecto 
(VA X VB X VC )2 =\i AVBVC X VAVB VC , 
ó reuniendo los radicales que tienen debajo una misma letra, se 
tendrá (*) 
(VA X \rX Vc ) 2 =VA\/iX VB VBX \/CVC ; 
y como VA \/A— A, \/I3 VB=B y VC VC=C. 
segun la definicion dada (132) , resulta que 
(VAXVBXVC 2 = ABC. 
Luego VAXVBX VC elevada 
/
al cuadrado produce ABC; 
luego es la raíz cuadrada de ABC (11 3111); luego es cierta la igual- 
dad VABC=\/A X 03
- x VC , que demuestra el teorema. 
Sirplificacioñ. 
13v. Cuando las cantidades monomias no tienen raíz cuadra-
da exacta se pueden simplificar muchas veces en virtud del teore-
ma anterior , descomponiéndolas en factores de los que alguno ó 
(") Véase lo dicho en la nota del número 199 de la Aritmética. 
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algunos tengan exacta dicha raíz , extrayéndola de ellos y dejando 
los restantes debajo del radical. Así 
VI 80 bc4= \/ 9a2c4  X 2ab=3ac 2  V2ab. 
Este procedimiento equivale evidentemente á la siguiente regla 
práctica 
Para simplificar una cantidad radical de segundo grado se di-
viden por 2 los exponentes de las letras que están debajo del radi-
cal, y las letras con el cociente entero por exponente quedan por  
'coeficiente del radical y con el resto por exponente debajo de él. En  
cuanto al coeficiente numérico se descompone , si es posible, en dos  
factores , uno de los cuales tenga raíz cuadrada exacta , se extrae  
la raíz de éste
, 
 y la del otro queda indicada. 
EJEMPLO. ^/ i 2a'bc2 ==2a'c\/ 3ab. 
Recíprocamente. Si conviniera que desapareciese el coeficiente  
de un radical de segundo grado, no habría más que elevarle al 
cuadrado y multiplicar éste por la cantidad que está debajo del 
radical. Así 
2a2c^l3ab =\l(2a 2c)2  X 3ab =\/ 4a 4c2  X 5ab =‘,/ 12a'bc2 . 
Reduction de radicales semejantes. 
13g. Se llaman RADICALES SEMEJANTES los que (ántes ó despues 
de simplificados,) tienen debajo del radical la misma cantidad.  
5 VVab -±-7\/ab-3\ab son radicales semejantes.  
Es evidente que 5 Vab±7\1ab-3vab =9 vab, 
y que b\/ —\/bc —ab 2  \/bc=(b-1—ab 2 ) \lbc . 
Luego para reducir radicales semejantes se suman algebráica-  
mente sus coeficientes.  
Adicion y sustraccion.  
139. Estas dos operaciones se ejecutan por las reglas dadas -^ 
(26 y ?9) , y si resultan radicales semejantes se reducen (13S). 
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Esta reduccion es propiamente su adicion 6 sustraccion.  
Multiplicacioa2.  
140. Sea multiplicar V2ab por V3a. 
En virtud del número 130, se tiene  
V 2ab XV 3ac=V 2ab X 3ac=V 6a 2bc=(»37) aV 6bc.  
Si hubiésemos de multiplicar 3V ac por —5V ab ten-
dríamos 3Vac X —5Vab= (*) 3X-5 X Vac X Vab= 
—4 5Va2 bc =-45a\// .  
Luego para multiplicar radicales de segundo grado se multi- , 
plican las cantidades que están debajo de los mismos; y el resulta o  
se escribe debajo de un radical del mismo grado, y se simplifica si  
se puede (A37). Si los radicales tienen coeficientes, se multiplican  
tantbien entre si.  
Division.  
141. Sea dividir V A por V ]3 .  
 ^ (dē)Q A
Como 
(VI
=(®^9) (^^ 
 o
= resulta que  
es una cantidad que elevada al cuadrado produce 
f 
 luego 
es la raíz cuadrada de B (13`r) ; luego —
V —A- 
 .  
Segun esto , si hubiese de dividirse aVbc por b\/ab, se ten- 
adbc a d be a c 
dria tambil 
bdab = 
b 
dab 
= b V 
Luego para dividir dos radicales de 'segundo grado se dividen  
las cantidades que están debajo de los radicales, y el cociente se co- 
(*)  Véase la nota del número 199 de le Aritmética. 
ALG. 7 
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loca debajo de un radical del mismo grado. Si los radicales tienen 
coeficientes se dividen Cambien. 
8 Vas—b2  
EJEMPLO.   = -4 Va—b.  
—23a+b 
Elevacion al cuadrado y extraccion de la raíz cuadrada. 
142 Es evidente, segun las definiciones dadas, que la ele- 
vacion al cuadrado y la extraccion de la raíz cuadrada son dos ope- 
raciones que se neutralizan , y por consiguiente que (V A ) 2  = A; 
y tambien (136) que (BY A )2 =B2 A. 
143. Sea extraer la raíz cuadrada de V A. 
\/A=  (V Y , conforme a lo indicado en el número ante-
rior. Elevando , pues , los dos miembros de esta igualdad al cua-
drado se tendrá (142 y 12S) 
 A-AV A-)• 
Luego V  V A es una cantidad que elevada á la cuarta potencia 
produce A ; luego es la rafz cuarta de A ; luego 
V V A =  isk . 
Para extraer , pues, la raíz cuadrada de una cantidad radi-
cal de segundo grado se multiplican los índices. 
Si el radical tiene coeficiente, se extrae de él la raíz cuadrada, 
y si no la tuviese exacta , se introduce debajo del radical (137, 
rec.), por no complicar la expresion.  
`, , OBSERVACLON. Una vez que V V A = VA es evidente que 
VA=VVA,  
y del mismo modo se baria ver que A =V VVñ , étc.  
Luego para extraer de un número cualquiera una raíz cuyo  
indice sea una potencia exacta de 2 , basta extraer sucesivamente  
la raíz cuadrada tantas veces como unidades tenga el exponente  
de 2. Así 
^ 
80561 %6561=V V36564 = V  V89  
1
-^------y....^-- 9^-=-
. miumimmommilik 
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Transformacion de algunas expresiones irracionales. 
144. Cuando el denominador de un quebrado es irracional,  
conviene e uchos casos convertirle en racional. He aquí algunos  
ejemplos de estas transformaciones de un uso Frecuente.  
M 
VA 
Multiplicando los dos términos por V A resulta  
M Mx“/A MVA 
VA VAxV/A A 
M 
- VA+VIV .  
Multiplicando los dos términos por V A — V -1-3 - ,   se tiene 
(40, 3.°) 
M M(dA — V—B-) _M(JT —VB) 
+ %/B (dA +dB) x (dA — A—B • 
M 
Del mismo modo , si la expresion fuese v--A- — , multipli- 
cando ambos términos por V A±VB , se tendria 
M M(VA -V ) 
 
+ VB (vA—dB) (dA+/B) A—B 
M 
3.° Sea, por último, la expresion  
dA + +^ 
Considerando el denominador como un binomio cuyos dos 
primeros términos forman la primera parte y el tercero la segun-
da, y multiplicando numerador y denominador por la diferen-
cia VA-I--VB—VC , resulta 
M _  M( 3A + 3 B —' 3 C) M( 3 A + 3 B — 3 C)  
3 A +/-1-13 3 C (3 A+ d B )— C A+2 3AB+B—C  
Volviendo a considerar el denominador corno otro binomio cuya 
primera parte es A±B— C y 2VA1i la segunda, y multipli- 
1.° Sea la expresion 
2.° Sea 
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caudo ambos términos del quebrado por (A-I- B — C)- 2\/AL', 
se tiene (10, 5.°) al fin 
111 Nt ( 3 + 3 >3 - 3 i) (A+B-c-z3 ■B) 
J A + 3B + 3 C (A+B—C) 2 -4AB 
ARTICULO II. 
Cálculo de las cantidades imaginarias de segundo grado. 
1115. Para facilitar el cálculo de estas cantidades se les da 
una forma más á propósito. 
Tomemos al efecto la expresion  
Como — 4=4 X —1, sustituyendo este valor de —4 debajo 
del radical , tendremos 
\/-4=Y4X-1= (136) /4X1/- 1 =2V-1. 
Del mismo modo 1/-2=1/2 Y-1 y 1I—a=^1^ 
Luego toda cantidad imaginaria de segundo grado se puede 
reducirá la forma de A1/- 1, es decir , que es equivalente á la  
raíz cuadrada de la cantidad que está debajo del radical , conside- 
rada como positiva , multiplicada por 1/-1.  
116. Se ha convenido en aplicar á las cantidades imagina- 
rias las mismas reglas que van expuestas para el calculo de las can-
tidades reales, y en que (V-1) 2=-1. 
En esta doble hipótesis los resultados de las cuatro operaciones 
fundamentales con las expresiones de la forma AJ-1 son los si-
guientes 
4.° A 3-1±B 3 -1=(A+B) 3-1. 
2.° A3-1-B 3 -1=(A-B) 3 -1. 
3? A 3 -1x11 3 -1=AB 3 -1x 3-1=AB( 3-1) 2 -ABx-1 = -AB. 
A 3-1 A 
B 3-1 B  
De estos resultados se infiere que la suma y diferencia de dos can-
tidades imaginarias de la forma indicada , son expresiones de la mis-
ma forma; el producto y el cociente son cantidades reales , el primero 
igual en valor absoluto al que resulta de la multiplicacion de los coefi- 
cientes de 3—t, y el segundo igual en todo al que se deduce de la di-
vision de estos.  
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147 ,as expresiones imaginarias van muchas veces acompaña-
das de un sumando real, en cuyo caso toman la forma general  
A+B'J-4. 
Veamos tambien los resultados que se obtienen , segun lo conve-
nido (1146), con las cantidades de esta forma.  
1.° (A+BV-11)+(C+D'-1)=(A+C)+(B+D)V-1.  
2.° (A+BV-11)—(C+DV-1)=(A—C)+(B+D)d-1. 
3.° (A+Bd-1) (C+DV-1)=AC+CBc-1+ADN-1—BD= 
(AC—BD)+(BC+AD)d-1. 
4,° A+BV-1 (A+Bd-1) (C—DV-1)  
C+D (C+DV- 1) (C-m1 1) 
(AC+BD)+(BC—AD)CAC+BD BC+AD — 
+ 
Ci+CDd-1—CDd-1+D 2  G=+D' CBtUE 
 
De cuyos resultados se infiere que la suma, diferencia , producto 
y cociente de dos imaginarias de la forma indicada, son expresiones 
imaginarias de la misma forma. 
OasEavAcloN. Si en el producto anterior se supone 
C=A y D_—B, 
se convierte en (A+Bd-1) (A—Bd-1) = Al+B! (') (como tambien 
se habrá notado al multiplicar C+DV-1 por C—D\-1, para obtener  
el denominador de la division verificada).  
145. A dos expresiones imaginarias de la forma A+B 3-1 y 
A—B 3 -1, que solo se distinguen en el signo del coeficiente de 3 -1, 
se les del nombre de imaginarias CONJUGADAS.  
Be malo que el producto de dos imaginarias conjugadas es una 
cantidad real , igual á la suma de los cuadrados de la parte real de 
cualquiera de dichas expresiones. Así (4+3 3-1) (4-3 3-7)-42±3 2 . 
Recíprocamente. Una vez que 
(A +11V-1) (A—B 3-7)=A'+B+ tambien se tendrá  
Al+B'= (A+B 3 -1) (A—B 3-1) ; 
es decir, -que la suma de dos cantidades se puede descomponer en el  
(•) La raíz cuadrada de la suma de los cuadrados M +B'- se llana modulo 
de la expresion intaginaria A+B 3-1 ; de modo que el m i lulo do esta es 
3A$+Be, y el de 4+3 3— i será 34 2 +3e= vi 25=5. 
^^
. 
— 102 — 
producto indicado de dos imaginarias conjugadas, tales que la parte  
real sea la raíz cuadrada de una de dichas cantidades , y la parte  
imaginaria la raíz de la otra cantidad ltiplicada por 3- 1. Así 
C+D=( 3C+ ^ 'D 3 -1) ( 3C — 3 ll 37_9) 
CAPÍTULO XI.  
Ecuaciones de segundo grado y  
bicuadradas.  
ARTÍCULO I. 
Resaludan do las ecuaciones de segundo grado con una 
incógnita. 
149. Las ecuaciones de segundo grado despues de prepara-
das (69), y trasladando todos los términos al primer miembro,  
toman una de las tres formas siguientes : 
1.° Axe -l- Bx O, 
2. Ae C=O, 
3.' Ax2 -i-Bx=O.  
Se llaman completas las que tienen la 1.' forma, é incompletas  
las que tienen cualquiera de las otras dos. 
Es evidente que las ecuaciones incompletas no son más ,. que un 
caso particular de las completas, esto es , cuando B= 0`1ó C = O. 
CIO. Resolvamos , pues , la ecuacion general 
Ax^ l Bx}C=0 [1]. 
Multiplicando los miembros de esta ecuacion por 4A , resulta 
4A2x2-1-4ABx±4AC =0 , 
y trasladando el término conocido + 4AC al segundo miembro , la 
ecuacion resultante  
4A.2e-±4ABx=-4AC 
tiene sus dos primeros términos iguales á los del cuadro del bino-
mio 2Ax-1-B ; pues que 
(2Ax4 B)'=4A.'e ±4ABx+B 2 . 
Si , pues , agregamos a los miembros de aquella ecuacion la 
.1 
x 
2A 
—B=L 3B'-4AC [3]. 
i
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cantidad ±B2 , la ecuacion no varia (66) , y el primer miembro 
de la misma será un cuadrado exacto, esto es, el cuadrado 
de 2Ax+B. Así 
B2=B2-4AC , 
ó (2Ax±B)2=B2 -4AC [2] ; 
luego la cantidad 2Ax±B es tal que elevada al cuadrado produce 
B2-4AC , luego e rafz cuadrada de esta cantidad (132) ; luego 
s2Ax±B= -±- \/B
2 -4AC. 
Despejando la en esta ecuacion de primer grado , resulta por 
último (72) 
Esta es la fórmula general que con más facilidad se emplea en 
la resolucion de las ecuaciones de segundo grado. Se notará en'ella 
que el doble signo del radical hace que la incógnita tenga dos valo-
res , uno cuando el radical se toma con el signo + , y otro cuando 
con el signo—. 
Así que , llamando x' y x" los valores de la incógnita se tiene 
, _ - B+ 3B 2 -IiAC „ -B- 3Bt -4AC 
2A  y 
x 
2A 
Estos valores , que satisfacen evidentemente la ecuacion [2] y 
por consiguiente la general [1] , y que son los únicos que cumplen 
con esta condición , se llaman raíces de la ecuacion ; de manera 
que toda ecuacion de segundo grado tiene dos raíces y no puede te-
ner más de dos. 
151. De la comparacion de la fórmula [3] con la ecuacion 
general [1] se deduce la siguiente regla práctica: 
Para resolver una ecuacion de segundo grado reducida á la for-
ma Ax2--i-Bx±C = O , se escribe la incógnita , despues el signo de 
igualdad ; luégo un quebrado , cuyo numerador es el coeficiente del 
segundo término con signo contrario , la raíz cuadrada del 
cuadrado del mismo coeficiente , restando de él algebráicamente el 
cuádruplo del producto del coeficiente del primer término por el 
término conocido , y cuyo denominador es el duplo del primer coe-
ficiente. 
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EJEMPLOS. 
1.° Resolver la ecuacion —x, = 
3 3 
•
Preparada esta ecuacion, se convierte (69) en 
6x2--j--x=2 6 2-0: 
y aplicando la regla anterior , se tiene 
—1-!- 31 24-4x6x +2 —1-±-4+48 
x 2x6 12 
— 
—1=1.- V/5 --1±.-7 
12 12 ' 
de donde separando las dos raíces , resulta 
—4+7 61 „ ,+ 1 -7 _ —8 2 _ 
12 12 2 Y 
x_ 
12 12 3 ' 
2. Resuélvase la ecuacion x
2
- 6x±8=0. 
La regla precedente nos da 
6± 36 2 -4x 1x8 6-±- 336-32 
X— 2x1 — 2 — 
6 =e 3 !p  
2 2  
y separando las raíces se tiene 
x = 6  ^2 = 
8 Y 
x„= 6 2 -  _ = 2 . 
3.° Resolver la ecuacion literal  
a2 ax 
ax±x2±  b = — 
 b 
 
Preparada esta ecuacion se convierte (69) en 
bx2 ±(ab±a)x=—a
2  , 
6 bien bx
2 -1-(ab+a)x-{-a 2 =0: 
Resolviéndola segun la regla anterior, resulta 
_ —(ab +a)± 3(ab +a)2 — 4a 9 b _ 
X 
2b 
— ab —a±3a2 b 2  + 2a2b + a 2  — 4a 2 b 
2b 
—ab—a-±.- — 2a2b + a2  —ab—a±(ab—a) 
2b 01)  
—405—  
y separando las raíces  
—ab—a+ ab- a _ —2a a 
2b 2b _ b '  
„ —ab—a-ab+ a —2ab  
y x 2b 
_ 
 2b 
--a. 
11 5?. Las ecuaciones incompletas  
1.° Axz-F-C = O , 
2.° A .xz -1-1;áx=0 , 
son, corno se ha dicho (fl13) , un caso particular de las comple-
tas, y por lo tanto pueden resolverse por la fórmula general  
—B-!VB'-4AC 
x= 2A  
Para resolver la primera de dichas ecuaciones se hace en esta  
fórmula B= 0 , y se, tendrá 
x -3^ r^ AC—+2A y- 
4AC= ( 1^37, rec.) 
- 
 
4
A 2 =-±- - 
A
. 
La fórmula x = -±-^- 
Á 
 , comparada con la ecuacion pri- 
mera, nos dice que 
Para resolver una ecuacion de la forma Ax! -1-C= 0 , se es-
cribe la incógnita; el signo = , luégo un radical de segundo  
grado , y debajo de él el cociente que resulta de dividir el término  
conocido por el coeficiente del primero , con el signo contrario.  
OnsravacroN. Las raíces de esta. ecuacion serán ambas imagi-
narias si C es positiva en el primer miembro ó negativa en el se-
gundo ; en otro caso serán reales é iguales en valor absoluto , pero 
de signo contrario. 
EJEMPLO. Resolver la ecuacion 
25x2-0—O. 
Aplicando la regla precedente , se tiene 
x=
±,/
9  _^.
3 
 . 
V °>5 ^ ' 
de donde x = 5 y x" =— 
3 
e 
953. Para resolver la segunda de dichas ecuaciones incom- 
1 
y 
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pletas por la fórmula general, se hace en esta C , y la fórmula  
se convierte en 
 — B±3 Bs —B±B 
 de donde x=-- 2A 2A  •  
, _—B+B O „ _—B—B -2B _ B 
x 2A 2A 
0 
 y x 2A 2A A • 
Comparadas estas raíces con la ecuacion incompleta de la 
forma Ax
2 +Bx=O se infiere que 
Una de las raíces de esta ecuacion es O , y la otra es igual al  
cociente que resulta de dividir el coeficiente del segundo término por 
el del primero con signo contrario.  
EJEMPLO. Resolver la ecuacion 
x2 x2 
2 —3x= 
5
. 
Preparada esta ecuacion , se convierte en  
3x2— 30x =O 
de donde segun la regla anterior , 
=O y x"= 
3ó 
x' —10. 
OBSERVACION. Si en la fórmula general se hace A=0, las dos raíces  
se convierten en  
— B+ 3B3 -0 —B+B O 
x
_ 
' 2x0 O 0 
„ _ —B— 3B 2- 0 - B --- 3B 2  _-2B x 
2x0 - O O 
00 
 
El valoró de la primera de estas raíces , proviene de un factor 
cero , que reduce tambien á cero numerador y denominador. Para  
hacerle desaparecer se multiplica numerador y denominador de la  
fórmula 
— B + 3By-4AC 
2A 
que da este valor, por --B—3B —,AC, y se tiene 
—B+ 3B 2  —4AC  (—B+ 3B 2-4AC (—B— 3B' -4AC)  
2A 2A(—B—VB 2-4-AC)  
=(1O, 3.°)  B
2—(B
2
-4AC) _ B'—BL+4AC 
—2AB-2A 3B 2-4AC —2AB-2A 3B2-4AC 
4AC 4AC _ 
—2AB-2A 3B2-4AC —2B-2 3B 2-4AC' 
a— 
^ 
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y haciendo en el animo miembro. A=O, como se ha dicho , resul-
ta que 
4C _ 4C _ . C 
_ 
-2B-2B -4B B ' 
luego una de las raíces es — B , y la otra desaparece porque se hace 
igual al infinito ; lo que está en conformidad con el resultado que se 
obtiene haciendo A=0 en la ecuacion general, la cual se convierte 
en Bx+C=O , cuya raíz es evidentemente --c-•  
ARTICULO II. 
Trasformaciones de la fórmula general.  
11 54.  La fórmula general se puede trasformar en otra más sen-
cilla , en el caso de ser divisible por 2 el coeficiente del segundo tér-
mino. 
En efecto , si en dicha fórmula 
—B-!- 3Bs—/^AC 
x- 
suponemos-2-   
=B' se tendrá B=2B', y sustituyendo en ella en vez de  
B su valor , resulta 
_ -2B'-±- 3(2B') 2-4AC _ —2B'-±- 34B'a —4AC — —2B'-±-2 3B'Y—AC  
21 2A 2A 
y dividiendo por 2 numerador y denominador , se tiene la fórmula 
x= 
A 
[41. 
455. Otra forma se suele dar á la fórmula general, que si bien  
no es tan expedita en la práctica como la obtenida (150), sobre todo,  
cuando los coeficientes del segundo y tercer término no son divi-
sibles por el del primero , tiene la ventaja de guardar más analogía  
con el medio empleado en la resolucion de las ecuaciones supe-
riores. 
Volviendo á tomar dicha fórmula general , se tiene  
—B^3B2-4AC —B 1 
x° ^ 3B
9
-4AC=(437 , rec.) 2A 2A 2A  
_ B ,/132-41C_ B
± 
 Bs C __ B 
`/r  B a 
C 
2A}  Y 4A' 2A u4Ax A 2A±  V \ 2A/ Á  
2A 
— B'± 3 B"—AC 
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Haciendo en esta fórmula para mayor sencillez =s y 
result a 
s s2 
x =
2 W 4
—p [5]. 
Si dividimos por A la ecuacion general 
Ax'+Bx+C=O, 
resulta x‘-- x+ =O ; 
B C 
y haciendo tambien en ella 
Á 
 =s , y =p, 
se tiene x'+sx+p=0. 
156. De la comparacion de esta ecuacion con la fórmula modifi-
cada [5) , se deduce la siguiente regla práctica : 
Para resolver una ecuacion de segundo grado de la forma 
z'+ sx-+-p=0 , se escribe la incógnita, despues el signo de igualdad; 
luégo la mitad del coeficiente del segundo término con signo contrario: 
el signo -?- : un radical de segundo grado , y debajo de él el cuadrado 
de la mitad del coeficiente del segundo término • restando de él alge-
bráicamente el término conocido , si se halla en el primer miembro de 
la ecuacion , ó sumándole si se halla en el segundo. 
EJEMPLOS. 
x 1 2x 
1.° x'- 2 3 3 
Preparada esta ecuacion se convierte (69) en 
6x'+x=2 ó 6x'+x-2=0. 
Dividiendo esta ecuacion por el coeficiente 6 de so'. resulta 
1 1 
y resolviéndola por la regla anterior , se tiene 
 4 r I 1 1 _ 1 
1 
1 48 _ 1 49  
x=  12 ± V 144 + 3 42-  44%r + 444 92 - V 441 
— 12 
-!- 12 
; de donde 
1 7 _ 6 1 
x= 
12 + 12 12_ , 
1 7 8 - 2 x 
12 42 42
__ 
3
. 
a• x' 3x 
4-2_ 2 
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Preparada esta ecuacion , se convierte en  
x —6x=-8 ó x 2 -6x+8=0. 
y resolviéndola por la misma regla, daré.  
x=3±39-8=3±1 ;  
de donde x'=3+1=4 y x"=3—i=2. 
a' ax 
3.' ax+x'+ b =— 
b 
 
Preparada esta ecuacion , resulta  
bx2 +(ab+a)x=—a 2  ó bx'+(ab+a)x+a 2 =0; 
dividiéndola por el coeficiente de x' ó sea por b, se tiene 
ab+a a' 
x 2 +  x+ —=0,  
y resolviéndola por la última fórmula  
_ ab +a ( 
ab+a 
 112  a' _ ab +a  ,/a
2 b 2 +2a 2 b+ a' a' 
x 2b 
± 
\ 2h I b 2b v 4b 2 b 
— ab+a `/a2b 2 +2a2b +a2  4a2b —  ab+a+  
2b 4b 2 4b 2 2b 
1 /a'b 2-2a2b+ a'_ — ab+a+ ab—a 
^l 4b 2 2b 2b 
ab +a ab-a - ah—a+ab — a  =  a de donde x' = — 2b + 2b = Pb b ' 
_ ab +a ab—a 
x 
--a. 
Pb 2b 
ARTÍCULO III. 
Relacion entre las raíces de la ecuacion x2+sx+p=0 y sus 
coeficientes. 
157. Separando las raíces que da para la ecuacion la regla del 
t número anterior , se tiene 
2 s s „ s I s 
x,_—^+ 
4—P 
 Y x = 2—  ^ —P 
sumando estas raíces , resulta 
s s' s s" 
x'+x"= — 
ti
1+ 
4
—p— ^ -vk —P = —s. ' 
Y 
7,110•••■011101.114,  
  
- 410 - 
Multiplicándola , se tiene 
 '
+ V 4 p) \ 2 Y 4 
—p)= (40 , 3.°) 
1
2  IS2 S2
2
2  
Luego la suma algebráica de las raíces de una ecuacion de la for-
ma x2 +sx+p =O, es igual al coeficiente del segundo término con signo 
contrario; y el producto es igual al término conocido. 
De donde tambien se deduce que 
158. 7. °  Si la suma de dos números es s y su producto p, estos nú-
meros son las raíces de la ecuacion 
x2  —sx  
2.° Si se quiere formar una ecuacion de segundo grado, cuyas raí-
ces sean números conocidos , se escribe x2 ; luégo la suma algebráica de 
dichos números con signo contrario , por coeficiente de x ; y por térmi-
no conocido el producto de los mismos números. 
Así, x'=l y x"=2 son raíces de la ecuacion 
x2— (4+2)x+4x2= O ó bien de x=-6x+ 8=0. 
159. Las ecuaciones de segundo grado con dos ó más incógnitas 
se resuelven de una manera análoga á las de primer grado de la mis-
ma clase (15). 
ARTÍCULO IV. 
Valores de la incógnita en las ecuaciones de segundo grado, 
y significacion de las raíces imaginarias. 
160. La incógnita en estas ecuaciones puede tener los mismos 
valores que en las de primer grado (S4) , y además los imaginarios, 
de que entónces no se hizo mérito , porque no es lo comun que se 
hallen en aquellas ecuaciones. 
Los valores examinados entónces tienen aquí la misma significa-
cion respecto de las ecuaciones de donde dimanan ; y por lo tanto no 
insistirémos ahora en este punto , sino que indicaremos solamente 
los que puede producir la fórmula general (150 [3]) , segun la rela-
cion que haya entre los coeficientes A, B y C , que para mayor sen-
cillez suponemos reales. 
161. Puede considerarse siempre como positivo el coeficiente A 
en la ecuacion general 
Axl+Bx+C =0 ; 
porque si fuese negativo , se convertiria en positivo mudando los 
signos á toda la ecuacion , con lo que esta no varía (66). 
Los coeficientes B y C pueden ser positivos ó negativos ; de mane-
ra que escrita dicha ecuacion con la mayor generalidad , tiene la si-
guiente forma Ax 2  -±- Bx C =O , 
-71 - -- , 
tf 
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que da lugar á las cuatro siguientes , cuyas raíces son , conforme a 
la fórmula general (150 [3)) , las que á continuacion de cada una 
se expresan. 
Ecuaciones. IIaices. 
1.' Ax'+Bx+C=O. 
2.' Axe—Bx+C=O. 
3.' Axe+Bx—C=O. 
— B +3 B2-4AC „ —B—3B2-4AC 
x _ 2A x 2A 
, B+3B 2-4AC „ _ B —3B 2-4AC x 
24 ' 
 x 2A 
x'  x"— 
 x„_—B—VB2+4AC 
2A 2A 
4.' Ax2—Bx—C=O. e =  B
+3B2+4AC , x , 2 _
B—3B2+4AC 
 
2A 2A 
Be la simple inspeccion del cuadro precedente se deduce que cuan-
do 4AC>B 2 , las raíces de las ecuaciones primera y segunda son ima-
ginarias ; porque la cantidad que está debajo del radical es entónces 
negativa. 
Si 4AC<B 2  entónces son reales todas , y las de la ecuacion prime-
ra negativas ambas ; porque la cantidad que está antes del radical 
lo es , y el valor de éste es evidentemente menor que dicha can-
tidad ; siendo por igual razon positivas las de la ecuacion segunda. 
Las raíces de las ecuaciones tercera y cuarta son siempre reales, 
una positiva y otra negativa ; siendo en la tercera menor la raíz po-
sitiva que la negativa , y en la cuarta al contrario. 
Por último , si 44C =13 2 , las raíces de la primera ecuacion se con- 
vierten en--   
2 
y las de la segunda en —
2A
.  Bn tal caso se dice que 
estas ecuaciones tienen dos raíces iguales , negativa la primera y 
positiva la segunda. 
OBSEBVACION. Las raíces imaginarias tienen la forma de cantida- 
des imaginarias conjugadas (lis). 
EJEMPLOS. 
1.° 3x2+2x+5=0... 
2.° 2x2-20x+80=0. 
2x2 +7x+6=0... 
4.° 4x2-8x+3=0... 
5.° 4x2+4x+1 =0... 
6.° x2-6x+9=0  
7.° 3x=+5x-10=0.. 
3.° 
8.° x 2--2x-12=0... 
•
} raíces imaginarias. 
. negativas y desiguales. 
. positivas y desiguales. 
. negativas é igualen. 
positivas é iguales. 
una positiva y otra negativa , y ésta ma- 
• t yor que aquella. 
una negativa y otra positiva , y ésta ma-
yor que aquella. 
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Simplificacion de las raíces imaginarias. 
162. Las. raíces imaginarias indican que la ecuacion es absurda;  
porque para determinar una cantidad que la satisfaga es preeisó eje-
cutar una operacion imposible (932 , obs.). 
Estas raices , sin embargo , trasforman la ecuacion en identidad.  
En efecto , sea la ecuacion xY=3x+9=0 , cuyas raíces son  
x,
=3+ 39-36_ _ (14b3+ 3-27 S^— 327 3 -1 
2 2 ) 2 
x"= (161, obs.)  
3—  
Sustituyendo una de estas"raíces , la primera por ejemplo , en la  
ecuacion anterior , se tiene 
  
( 3±ViVi ) 
 3 3+
327 3 1
+9 
` 
9+6 327 3-1-27 9+3 327v-1
+9 =  
4 2 
9+6V27 3-1-27 18+6 327V-1 
+9=  4 4 
N _ 9-4 
4J+9= 
6
x+-9--9+9=0,  
luego el primer miembro de la ecuacion se convierte en 0 , y como el 
segundo es O tambien , resulta de la sastitucion la identidad O= O. 
ARTÍCULO Y. 
Ecuaciones bicuadradas. 
163. Llámanse ecuaciones bicuadradas aquellas que despues de  
preparadas toman la forma Ax 4 +Bx 8 + C_0. 
Estas ecuaciones se resuelven por las fórmulas de las de segundo  
grado. 
En efecto, haciendo en la ecuacion general y=x 8 , se tendrá 
Ay
,
+By+C—O ,  
cuya ecuacion resuelta (981) da  
—B-!- 3 B 8-4AC 
Y= 
2A 
Volviendo á sustituir en esta ecuacion x 8  en vez de y, se tiene 
—B± 3Bs-44AC ;; ...^ . 
x8 
2A  
cuya ecuacion resuelta como se ha dicho (183) , ó extrayendo la  
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raíz cuadrada de los dos miembros , da la fórmula general 
x 
24 
Esta fórmula contiene cuatro valores distintos, que dan lugar 
alas cuatro raíces siguientes: 
—B 4- 4AC 
2A 
— B— JB — 4AG 
2A 
= \/—B+ ■/B2-14--AC 
2A 
— —VB 2 -1AC 
9A 
ARTICULO 
Problemas de 2." grado con una incógnita. 
ttrai. l.° Un comerciante compró en 1000 rea-
les cierto número de kilógramos de café, á tal pre-
cio que con el mismo dinero pudo haber comprado 
10 kilógramos más, si cada uno le hubiese costado 
5 reales ménos. 6 Cuál es el número de kilógramos 
comprados? 
Llámese x este número y el precio de cada kilógramo 
1000 
será 
Si hubiese comprado 10 kilogramos más 
1000 
seria x± 10 , y el precio de cada uno 
 
Ahora, siendo este precio inferior en 5 
la ecuacion del planteo sera 
4000 1000 
Preparada esta ecuacion, se convierte en 
5x2 --(-50X — 10000=0 (5 X -±10X— 2000=0. 
de donde (nt) x' =40, x"=-50. 
Resultado : 40 kiláctramos. 
Para interpretar el segundo valor —50 , observaremos que la can-
tidad representada por x puede tomarse en dos acepciones opuestas, 
porque una compra negativa se puede considerar como una venta; 
8 
5. 
x -4- 10 
, el número de estos 
reales al precedente, 
j .  
Ih 
li 
v 
9 
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y por consiguiente segun lo dicho (100 , 4.°) , esta raíz tomada como  
positiva corresponde al siguiente problema:  
Un comerciante vendió en 1000 reales cierto número de  
kilógramos de café , á tal precio que si en el mismo dinero hu-
biera vendido 10 kilógramos ménos, cada kilógramo le habria  
valido 5 reales más. 
Si se juzgase que la cantidad representada por x no podia variar  
de acepcion, para interpretar cl valor -50, segun lo expuesto  
(100, 2.°) se mudaria el signo á la x en la ecuacion del planteo , la 
que se convertiria en  
1000 1000 4000 —1000 
—x —x.+10 ° + —x+10 —'  
1000 4000  
6 bien, por último ,
x-10 r 
 =5 , cuya ecuacion tradu- 
cida en problema análoga al propuesto , da el siguiente , que es sa-
tisfecho por el valor + 50. 
Un comerciante compró en 1000 reales cierto número de  
kilógramos de cafe á tal precio que con el mismo dinero hu-
biera comprado 10 kilógramos ménos , si cada uno le hubiese  
costado 5 reales más. 
165. 2.° Descomponer el número 20 en dos par-
tes cuyo producto sea 96. 
Primera parte o, segunda 20—x , luego será 
x(20 96. 
Preparada esta ecuacion , se convierte en  
x2-20x±96=0 ; 
20 - -3202-1x96 20-±- 316 20-±- 44 
x = 2 = 2 2  • 
4
por consiguiente x ' = 20^ = i 2 , x ' = 
20
2 =8 ; luego 
la primera parte es 12 ú 8, y la segunda 8 G 12. 
OBSEavnclov. Los dos valores de la incógnita satisfacen las con-
diciones del problema , lo cual consiste en que la ecuacion da indi-
ferentemente la primera parte ó la segunda ; como debia suceder, 
porque no hay condicion ninguna en ella por la que deba resultar  
una parte ántes que la otra.  
166. 3.° Hallar dos números cuya suma sea 10 , y 20 la de 
sus cuadrados.  
Llamando x el número mayor , el menor será 10-x , y la suma  
de sus cuadrados x"+(10—x)'=20. 
de donde 
Y 
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Preparada esta ecuacion se convierte en  
2x'--20x+8O=O. 
Las ralees de esta ecuacion son imaginarias ($OJ); luego el pro- 
blema es absurdo (162).  
Generalizacion del segundo problema.  
I6 . Descomponer'el número n en dos partes  
cuyo producto sea p. 
Primera parte x, segunda n—x ; luego sera x(n—x) =p. 
Preparada esta ecuacion , se convierte en 
x2 — nx
-
±p=O; 
de donde (ll5IU) 
x= 
—
nt n± 3^z^ -4p ^^ -+-  \/n —1p = (237 , rec. ) n + ^ %-
- 2 2 2 2—  4p• 
OBSERVACIO11. El mayor valor que puede tener p en la ecuacion 
precedente para que las raíces no sean imaginarias (%:i'ti, obser- 
vación),' es 
..; . 
;a= 
p= "4 
mas entonces cada una de las ralees de la ecuacion anterior resulta 
igual a 
2 ; 
luego 
El ni gor producto , que puede formarse con las dos partes en 
que se descompone un número, resulta cuando dichas partes son 
iguales. 
Otro PROBLEMA. 
168. 4.° tallar en la recta que uno dos luces L y L' de in-
tensidades diferentes, el punto igualmente iluminado por 
las dos. 
L Y L' Y' 
^     I ' 
Para plantear este problema debe suponerse conocido el siguiente  
principio , que se demuestra en la Física: Las intensidades de una  
misma luz en puntos diferentes están en razon inversa de los cua-
drados de las distancias á dicha luz ,' esto es , que á distancia doble, 
triple, etc. , la intensidad- es d, 9 , etc. veces menor.  
Sea 1 la intensidad de L á un metro de distancia , l' la de L' á la 
misma distancia , d la distancia entre las dos luces , é Y el punto  
igualmente iluminado por ambas. 
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Llamando x la distancia LY , la YL' será d—x. 
Segun el principio indicado , la intensidad 1 de la luz L á 2 , 3, 
4, etc. , metros de distancia de esta luz, será , , 
o 
 , etc. , luego 
á la distancia x será 
Por la misma razon la intensidad l' de la luz L' á la distancia 
d-x será 
x), 
; y como en el punto Y las intensidades deben ser 
iguales, resulta la siguiente ecuacion del planteo 
l_ l' 
En lugar de resolver esta ecuacion por el método ordinario , se 
puede , para mayor facilidad , extraer la raíz cuadrada de los dos 
miembros ; y poniendo á uno de ellos solo el signo =E (lo que produ-
ce los mismosvalores que si ambos llevan este signo , como fácil-
mente se comprende) , se tendrá 
\r/-   
x d —x 
Resolviendo esta ecuacion de i.er grado, resulta (69 y 72) 
y separando los dos valores ó raíces de la ecuacion del planteo , se 
d3 l ddl  
tiene x'=  y x"= _ 
\l+l \Il _Jl, 
169. Es notable este problema , lo mismo que el de las locomo-
toras en las ecuaciones de primer grado (92) , porque en él reciben 
una interpretacion natural y sencilla los diferentes valores que puede 
tener la incógnita, exceptuando los valores imaginarios. 
Tres hipótesis principales haremos al efecto , que l>l' que 1=1' y 
que 1<1'. 
Si se supone 1 >1' resulta x'> 'cl 
 
; porque d está multiplicada 
3l. • 
por el quebrado  , que evidentemente es propio y mayor 
dl + 3 l' 
que - en la hipótesis de 1>1' ; luego este valor coloca el punto 
igualmente iluminado entre L y L', más próximo á esta luz que á 
aquella , como `debe suceder ; porque siendo más intensa la luz L que 
la L' , el punto donde las dos iluminan igualmente ,'debe alejarse de 
la primera y aproximarse á la segunda , que es más débil. 
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La misma hipótesis de 1 > l' hace que x > d ; porque el quebra- 
do 
3 l _ 
por quien d se ha de multiplicar , es evidentemente 
3 l  — 3l' 
impropio ; luego este valor determina otro punto igualmente ilumi-
nado en Y' á la derecha de L'. 
Si se supone 1=1', el primer valor de la incógnita se convierte en 
d3 l d 
x'
9[1--- 
   2 
luego este valor coloca el punto igualmente iluminado equidistante 
de las dos luces ; como debia suceder , porque siendo estas de igual 
intensidad , no hay razon para que dicho punto se aproxime ó se se-
pare de la una más que de la otra. 
La otra raíz se convierte en 
d3 7 d3l 
x — — _ , 
V7 — 0 
cuyo valor indica que no existe ningun otro punto igualmente ilumi-
nado en la recta en que lás luces están colocadas ; como efectivamen-
te debe suceder , porque teniendo las luces igual intensidad , solo los 
puntos equidistantes de ellas pueden estar igualmente iluminados , y 
no hay en la recta sobre que están colocados más que el punto medio 
que cumpla con esta condicion. 
Si al mismo tiempo que 1=l' se supone d=o , se tendrá 
_ o o _ 
x 2
3 l 0 
y x"=--0—  , 
cuyos valores manifiestan que un punto cualquiera de la línea está 
igualmente iluminado por una y otra luz , lo que evidentemente tie-
ne que suceder , teniendo las dos igual intensidad y estando coloca-
das en un mismo punto. 
Si se supone por último 1 <1' , resulta , por razones análogas á 
las expuestas en el primer caso , que x'<- , luego este valor colo- 
ca el punto igualmente iluminado entre las dos luces L y L' , más 
próximo á aquella que á esta , segun debe verificarse , porque la pri-
mera es más débil por hipótesis. 
Esta misma hipótesis da para x' un valor negativo , y como aquí 
es susceptible de tomarse en dos acepciones opuestas (800, 4.°) 
indica con su signo que se ha de tomar en sentido contrario del que 
se tomó en el planteo : en este se tomaba desde L hácia la derecha, 
luego ahora se tomará desde L hácia la izquierda ; luego el valor ne-
gativo de x" determina otro punto igualmente iluminado en Y". 
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ARTÍCULO `III.  
los sistemas de dos ecuaciones do segundo  
grado con dos incógnitas.  
170. Estos sistemas se resuelven verificando la eliminacion de  
una de las incógnitas por los métodos expuestos para las ecuaciones  
de primer grado , resolviendo la ecuacion Obtenida en la elimination,  
sustituyendo los valores de la incógnita despejada en cualquiera de  
las ecuaciones del sistema , y hallando luego los valores de la incóg-
nita restante.  
Es de advertir que la 'ecuacion resultante de la eliminacion no  
pasará del segundo grado , cuando una de las ecuaciones del sistema  
sea de primer grado , con relacion á las dos incógnitas ; pero en otro  
caso puede ascender al tercero ó cuarto grado ; y como no sabemos  
resolver estas ecuaciones , á no ser bicuadradas , procuraremos que  
en los ejemplos que se propongan , no entren ecuaciones cuya resolu-
cion nos sea por ahora desconocida.  
Los sistemas de ecuaciones de segundo grado con más ó con menos  
incógnitas que ecuaciones , se resuelven de una manera análoga á la  
expuesta (116 y 117) en los sistemas de primer grado de iguales  
condiciones. 
ARTÍCULO VIII. 
Problemas de segundo grado con dos ecuaciones y dos  
incógnitas. 
i7 f. 1.° Dos trenes T y T' salen á un tiempo al encuentro  
uno de otro do dos estaciones E y E', distantes entre sí 200 
kilómetros , y T llega á la estacion intermedia E", distante  
de E 89 kilómetros , una hora ántes que T'. 
Parten á un mismo tiempo de esta estacion , cada uno con 
la velocidad y diroccion que traia, esto es, T hacia E' y T' há-
cia E, y llegan á la misma hora á estas estaciones. ¿Cuántos 
kilómetros por hora anda cada uno P 
T T' 
E E" J E' 
Llamando x los kilómetros que T recorre por hora , é y los que -
ecorre T' ; el tiempo empleado por T en llegar á la estacion inter- 
a será ex  y el empleado por T' en llegar la misma 21±
-19 _ 111
-  Y v 
como éste emplea una hora más que el primero , tendremos que  
89 971 
1± —_--• 
x 
 y 
Por otra parte , empleando despues T en recorrer 111 kilómetros  
el mismo tiempo que T' en 89 , se tiene tambien 
_so 
 = 1 ^ • 
Y ó 
Resolution de 
^>. 
resulta y'=0, 
- IA9 - 
Preparadas estas ecuaciones , resulta el sistema  
xy+ 89y-414x= 0. 
111 y-89x = 0. 
Resolviendo esta última ecuacion con relacion á y, se tiene  
89x 
111' 
y sustituyendo este valor de y en la primera ecuacion del sistema, se  
convierte en 89x' —4400x=0.  
4400 
De donde x'=0 x"- 
89 
 
y sustituyendo estos valores en la ecuacion resuelta con relacion á y,  
J„ - 
 89x49,3...
= 39,6... 
421 
Como el sisteP a de valores x=0 é y=0 no satisface las condicio-
nes del problema , se halla por fin que T recorre 49,4 .....  kilómetros  
por hora y T' 39,6 .....  
.
11 7 e. 2.° Baco encontró Sileno dormido junto á un tonel  
lleno de vino , aprovechó tan buena ocasion y se bebió la mi-
tad del liquido : despertó Sileno y se bebió la otra mitad , em-
pleando los dos 20 horas; si hubiesen bebido á un tiempo em-
plearian solo '7 
Q 
 horas. ¿ En qué tiempo hubiera agotado cada  
uno el tonel?  
Llámese x el tiempo que tardaria Baco , y el que hubiera tardado  
Sileno y : el tiempo que emplearla Baco en beberse todo el' líquido  
del tonel sería -x , y Sileno ; como estos dos tiempos componen 20 
horas , resulta  
x y _ 
2 
_^0. 
2 
Por otra parte, si Baco tarda x horas en beberse todo el líquido 
del tonel , en una hora beberá I del mismo , en dos x , en siete ho-
ras y media se beberá  
x 
del tonel. 
Por igual razon Sileno se beberá en igual tiempo 
27  del mismo ; y 
como entre los dos agotan el tonel , cuya capacidad podemos suponer  r 
representada por 1 , tendré mos 72 -i- y
' =1. 
Preparadas las dos ecuaciones obtenidas , forman el siguiente 
sistema x+y -40=0, 
40xy-75x-75y = O.  
Resolviendo la primera de estas ecuaciones con relacion á x , se 
tiene =40-y ; 
y sustituyendo este valor egunda, resulta, despues de prepa- 
rada 300=0 ; 
de donde y=h0+3! - 10-s-
3 !f00 4.0-±-20 
2 2 2 • 
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y por consiguiente 
40 + 20 40-20 
y"= 2 =10. y'= 2 - 30 , 
Sustituyendo estos valores en la ecuacion resuelta con relacion  
á x , se tiene 
x'=440-30=10 , x"=40-10=30. 
Luego Sileno tardaría en agotar el tonel 30 horas ó 20 ,  
y Baco 10 ó 30. 
OBSERVACION. Estos dos resultados se interpretan corno se ha di-
cho (165 , obs.). 
113. 3.° Hallar dos números cuyo producto sea igual A 15 y 
A 341a suma de sus cuadrados.  
Sean x 6 y dichos números , y se tendrá
•  xy =15, x
2 -1- V=34. -, 
Despejando la y en la primera de estas ecuaciones , se tiene  
15 
y= --- , 
x 
y sustituyendo este valor en la segunda , resulta  
/- \2 
x• 
cuya ectacion preparada se convierte en  
x4-34x 2 +225=0. 
Resolviendo esta ecuacion por la fórmula general de las bicuadra-
das (163) , se.tiene  
x=-á-  /34± 334 2-14 x225 V256 34-+-16 
2 2 2 
y separando las raíces, se hallará 
V34 X16  _v25=5 /34+16 =  
, 14 -1G i'4 -16 
x ` = 
3 2 
 ^`) =3 , x„„ =—AI ` 2 = e/9 3. 
Sustituyendo cada uno de estos valores de x en la ecuacion resuel-
ta con relacion á y, resultan para esta otros cuatro valores 
y '  3 , y„ = 5  
El problema , pues , tiene las cuatro . ; ;oluciones siguientes:  
1.° x=5 x=3 3
,Sx='-5  
?! =3 
2 . , 
 (y=5 (y=-3 y=-5 
CAPÍTULO XII. 
Razones y proporciones.  
ARTÍCULO PRIMERO.  
Razones. 
274. ' Llámase RAZON de dos cantidades el cociente que resulta  
de dividir la una por la otra. 
La cantidad que se divide se llama ANTECEDENTE, y aquella por  
quien se divide CONSECUENTE. El antecedente y consecuente juntos  
reciben el nombre de términos de la razon.  
Es , pues , la razon una division indicada ó un quebrado , en  
que el antecedente es el dividendo 6 numerador, y el consecuente 
el divisor 6 denominador.  
Segun esto , la razon entre dos cantidades A y B debe escri-
birse , y se escribe , de una de estas dos maneras :  
y se lee 
AsB G A , 
A es á B. 
COROLARIO. Una razon no varía multiplicando ó dividiendo sus  
dos términos por una misma cantidad. 
775. Se llama RAZON COMPUESTA la que resulta de multiplicar  
dos ó más razones entre sí.  
B x ll x F 
es una razon compuesta de ^ D y F '  
COROLARIO. Una razon compuesta no varía sustituyendo en  
lugar de una razon componente otra igual.  
AxCxE A C E 
_ 199 — 
Si = 'M en la razon compuesta anterior, evidentemente se 
tiene 
Ax(: E _AxC 9i 
BxIiXF — BxD 
X  
6  AXCXE —
AXCX âI 
BxDxF 
^ 
 BxDxN• 
ARTÍCULO II. 
Proporciones.  
176. Llámase PROPORCION la igualdad de dos razones.  
Una proporcion se escribe de una de estas dos maneras:  
A:B::C:D O $_F),  
y se lee A es á B como C es á D. 
Se llaman términos de una proporcion las cuatro cantidades  
que la forman , de los que el primero y cuarto reciben el nombre  
de extremos, y el segundo y tercero el 
- de medios. 
Cuando los términos medios de una proporcion son desiguales,  
la proporcion se llama discreta , y cuando son igualas se llama 
continúa. 
La proporcion 
A  = es discreta, y A 
 
= 
B 
 continua. 
ARTÍCULO III. 
Determinacion de un término cualquiera en una proporcion,  
conocidos los restantes.  
177. La resolucion de este problema general se funda en el  
siguiente 
TEOREMA. El producto de los términos extremos es igual al de  
los medios en la proporcion discreta , y al cuadrado del término  
medio en la continua.  
A C 
Sean las proporciones 
_ y  A _ 
—
B . 
B D f3 - c 
l 
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quitando los denominadores se convierten (67) respectivamente  
en AD=BC y AC=B
2 , 
cuyas igualdades demuestran el teorema.  
i S. El problema general, que nos proponemos resolver, se  
divide en dos para mayor sencillez : 1.° hallar un término extre-
mo , conocidos los restantes : 2.° hallar un término medio conoci-
dos los demos. 
179. 1.° Sea determinar X en la proporcion  
A C 
B  =X ' 
Se tiene (177) AX=BC ; de donde X=--A—
BC   
Luego para hallar un término extremo en la proporcion discre-
ta se multiplican los medios y el producto se parte por el otro  
extremo. 
Si la proporcion fuese 
B 
 =—^
B
, se tendria (1172) 
AX=B2 ; de donde X= —
A
. 
Luego para hallar un término extremo en la proporcion con-
tinua se eleva al cuadrado el término medio , y este cuadrado se  
divide por el extremo conocido. 
181O. 2. °  Sea determinar X en la proporcion  
A X 
B-C 
El teorema citado nos da AC=BX; de donde X=. 
Luego para hallar un término medio en la proporcion discreta  
se multiplican los extremos, y el producto se divide por el medio  
conocido. 
Si la proporcion fuese Á = ^ , se tendria tambien  
X2=AB; de donde X= A.B. 
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Luego para hallar un término medio en la proporcion conta-
nua se extrae la raíz cuadrada del producto de los extremos. 
EJEMPLOS. 
1 . ' s= ^ , x= 83b =16. Z 
2.° s= 3 , x=3=21 3 . 
^ 2 ^ x10 3. • •-•- x=--- 3 
x 10' 2 
4,° 2 x ' 
7=-T , 
 
  
x— V2X8= 1t.^  
ARTÍCULO IV. 
Otras propiedades de las proporciones. 
11511. TEOREMA 1. 0  (recíproco del TV:). Si el producto de dos  
cantidades es igual al producto de otras dos, se puede formar con 
ellas una proporcion, poniendo por extremos las que hacen un 
producto y por medios las que forman el otro.  
Si AD -- BC , se tendrá B = D . 
En efecto , dividiendo por BD los dos miembros de la igual- 
dad de la hipótesis , se tiene esta otra 
uu  =3 y simplificando 
A  C 
B D' 
cuya proporcion demuestra el teorema. 
COROLARIO GENERAL. A toda proporcion se le pueden dar las  
tras formaciones que se quiera , con tal que el producto de los ex-
tremos permanezca igual al de los medios.  
11 42. De este corolario y de la naturaleza misma de la pro-
porcion se deducen las siguientes consecuencias :  
1.` Una proporcion no varía multiplicando ó dividiendo un  
extremo y un medio por una misma cantidad.  
2.' Tampoco varia una proporcion mudando de lugar los me-
dios ó los extremos ; poniendo los medios por extremos y éstos por  
medios , .ó cambiando de lugar las razones.  
• 
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OBSERVACION. Cuando se cambian de lugar los medios de una 
proporcion, se dice que se alterna: cuando se ponen los medios 
por extremos y éstos por medios , se dice que se invierte; y cuando 
se pone la primera razon por segunda y ésta por primera, se dice 
que se permuta. 
A 
Siendo = i una proporcion , 
A D 
=-- es 
D  
la misma alternada , 
13 D =---e   es la primera invertida , 
y D = B es tambien la primera permutada. 
3.' Multiplicando ó dividiendo ordenadamente (esto es , ante-
cedente por antecedente y consecuente por consecuente en cada 
una de las razones) dos ó más proporciones , los productos ó co-
cientes forman tambien proporcion. 
OBSERVACION. De la primera parte de esta consecuencia se de-
duce la manera de eliminar con facilidad una incógnita entre dos 
proporciones , dos incógnitas entre tres proporciones , etc. 
• 
EJEMPLOS. 
1.° Sea eliminar x entre las dos proporciones 
A C a x 
B
=x y 
b
=y 
multiplicándolas se tiene 
Axa Cxx 
Bxb xxy ' 
y simplificando esta proporcion resulta 
Axa C 
Bxb y 
2.° Sea eliminar x é y entre las proporciones 
A C a x in 
B x' b y ,  n y 
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Para que pueda eliminarse la y , es preciso que en una de las  
proporciones componentes esté en el numerador y en otra en el  
denominador, lo que se consigue invirtiendo la última proporcion.  
En tal caso las proporciones dadas serán las siguientes :  
A C a x n y  
B , x b y ^ in z 
que multiplicadas dan 
Aan Cxy  
Bban xyN , 
y simplificando ésta resulta 
Aan C 
Bban z 
4.° Una proporcion no varía elevando todos sus términos á una  
misma potencia, ó extrayendo de ellos una raía de igual grado.  
Así , de 
A C 
B —  I) 
A° C° 
= D°  
y tambien 
se deduce 
■
n -- 
^ C 
— 
VB VD 
2S3. TEOREMA 2.° Si dos proporciones tienen una rayon co-
mun , con las otras dos razones se puede formar proporcion.  
De =
) 
y 
A 
 = se deduce evidentemente =  
COROLARIO. Si dos proporciones tienen iguales antecedentes ó  
consecuentes, con los consecuentes ó antecedentes distintos se puede  
formar proporcion : pero de modo que los antecedentes o conse-
cuentes de cada una de las proporciones formen siempre un ex-
tremo y un medio de la nueva proporcion.  
Porque alternadas las proporciones dadas tienen una razon  co-
mun. Así , las proporciones  
A_ C A  C 
alternadas clan A=
B A _ P 
B 
15 
 y P — Q C D y — Q' 
Y 
o 
—,127 — 
de donde segun el teórema , resulta esta otra 
B  P 
D J Q' 
Del mismo modo , las proporciones 
A C P 
= h- y B= 
Q 
 alt ernadas dan 
C
= B 
de donde resulta tambien 
P  B 
()
- D ' 
A P 
C Q  
21411. TEOREMA 5. ° En toda proporcion la suma ó diferencia  
de antecedente y consecuente de la primera razon es al consecuente  
ó antecedente de la misma , como la suma ó diferencia de antece-
dente y consecuente de la segunda razon es al consecuente ó antece-
dente de la misma. 
Es decir , que de la proporcion 
A C A-}-B C-4-D A
-
!-B  
= ii se deduce  B = -D y 
 A 
=  C 
 
Sumando-?- 1 con las razones de la proporcion dada, se tiene 
A 
--i—
D -^-1  
y reduciendo la expresion mista a quebrado, resulta 
A-?-B C-¢-D 
B = D 
 
cuya proporcion comparada con la primitiva , da tambien (183, 
corolario) 
A-?-B _  
A C 
COROLARIO I.  En toda proporcion la suma ó diferencia de an-
tecedente y consecuente de la primera razon es á la de antecedente  
y consecuente de la segunda, como el primer consecuente al segun-
do, ó como el primer antecedente al segundo.  
Alternando las dos proporciones resultantes del teorema,  
se halla 
A-± B B A-'•-B A _ 
C-±-D - t^  Y  C±D - ^; ' 
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CoROLARIO 2. °  En toda proporcion la suma de antecedente y  
consecuente de la primera razon es á su diferencia corno la suma  
de antecedente y consecuente de la segunda razon es tambien á su 
diferencia. 
i =D De se deduce (corol. 1. ° ) C D — D' C—D = D ' 
de donde 
A+B _ A—B
6 
 (8,^  2 .) A+B  C +D  fi4
C+D C—D A—B C—D 
COROLARIO 3.° En toda proporcion la suma ó diferencia de an-
tecedentes es á la de consecuentes , corno un antecedente es á su con- 
secuente. 
Alternando la 
la que da (corol. 1 
pronorcion T3 =-6  se convierte en 
A 
 = D  
A 
'')) B -i-D -1) y —  
COROLARIO 4.° En toda proporcion la suma de antecedentes es  
á su diferencia como la suma de consecuentes es á su diferencia.  
De la proporcion B = Í se deduce (coro]. 3.°) 
A+e A A—C A 
B+D B y B-D B'  
A+C _A—C A+C _ B+D 
B+D B—D A—C — B—D •  
OBSERVACION. Los corolarios 1.° y 5.° anteriores suministran 
medios de trasformar una proporcion que tiene dos incógnitas en 
otra que contenga una sola, con tal que una incógnita sea extremo 
y la otra sea medio , y quo se conozca la suma 6 diferencia de di-
chas incógnitas. 
Asi , de = L sabiendo que X-{-Z = S , se deduce (corola- 
rio 1.") 
A+B_ B 6  A+B B 
X+Z Z S Z 
De = Ñ , sabiendo que X— Z—D, se deduce (corol. 3.°)yit 
X- -Z X 6 D _ X 
M—N í^ i  Ri ^ 
de donde 
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ARTICULO V. 
Serie de razones iguales. 
S3. Se llama SERIE DE RAZONES IGUALES un conjunto de razo-
nes iguales todas entre sí. 
A C E G etc. 
B D F H etc. 
forman una serie de razones iguales. 
186. TEOREMA. En toda serie de razones iguales, la suma de 
un numero cualquiera de antecedentes, es á la de sus consecuentes, 
como un antecedente es á su consecuente. 
Tomando de la serie anterior las dos primeras razones, se tie 
ne la proporcion 
A  C 
B D ' 
donde (1/11 , corol. 3. °) se verifica 
A -+- C C 
B +I) D ' 
G poniendo en vez de la razon 
D 
 su igual -F- 
A+C E _ 
B-1-1) F 
Haciendo aplicacion del mismo corol. 3.° á esta proporcion, 
resulta 
A+C+E _ E 
B+DtF F 
Si en esta proporcion se sustituye en vez de la razon —
•  
otra igual fi ,  se tiene 
A+C+E  G 
B+D+F  
ALG. 9 
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Aplicando á esta-última proporcion el repetido corol. 3.°, re-
sulta al fin 
A+C+r+G G 
B+D+F+H H 
cuya proporcion , comparada con la serie precedente , demuestra 
el teorema. 
COROLARIO. Si un antecedente ó consecuente es igual á la suma 
de los demás, el consecuente ó antecedente correspondiente será' 
tambien igual á la suma de los otros. 
CAPÍTULO XIII. 
Problemas que se resuelven por medio 
de proporciones. 
983;. La resoluciori de estos problemas consta de dos par-
tes: 9." planteo: 2.' resolucion do la proporcion 6 proporciones 
resultantes. 
Plantear estos , problemas es deducir de las condiciones que 
encierran tantas proporciones como incógnitas. 
Resolver una 6 varias proporciones es hallar el término 6 tér-
minos desconocidos.. 
 ARTÍCULO I. 
Problemas que se resuelven por medio de una proporcion. 
1SS. La forma que toman los problemas, de que ahora 
se trata, reducidos á su mas simple expresion , es una de las -si-
guientes : 
1.° 
 (
Si 6 arrobas costaron 72 reales , 
9 arrobas costarán x reales. 
(Si 8 hombres tardan 20 dias en hacer una 
2.° obra, 12 hombres tardarán x dias en ha- 
cer la misma. 
Se observara que cada uno de estos problemas consta de cua-
tro cantidades , homogéneas de dos en dos. En el 1.° hay 6 arrobas 
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y 9 arrobas, 72 reales y x reales; y en el 2.° hay 8 hombres y 
12 hombres, 20 días y x días. 
A fin de distinguirlas, llamarémos principales las dos horno-
. geneas conocidas , y las otras dos , de la que una es incógnita, se 
llamaran relativas. 
Así , en el 1.° de dichos problemas, 6 arrobas y 9 arrobas 
serán las principales , 72 reales sera la relativa á la primera , 6 sea 
á 6 arrobas, y x reales sera la relativa á la segunda principal, 6 
sea a 9 arrobas. De la misma manera 8 hombres y 12 hombres 
son las cantidades principales del segundo problema , 20 dias la 
relativa á la primera , y x dias á la segunda. 
1S9. En el primero de los indicados problemas se notará 
que duplo, triplo, etc. número de arrobas costará tambien 
duplo, triplo , etc. número de reales ; de manera que tantas 
veces corno el número 9 (arrobas) esté contenido en 6 (arrobas), 
otras tantas x (reales) estará contenido en 72 (reales) ; de donde 
resulta 
6 _ 72 
9 x ' 
cuya proporcion generalizada da la siguiente : 
Una de las cantidades principales es á la otra , corno la relati-
va á la primera es á la relativa á la segunda. 
En este caso se dice que las cantidades relativas están en BAZON 
DIRECTA de las principales, y recíprocamente, 6 que las primeras 
son directamente proporcionales 6 simplemente proporcionales á las 
segundas. 
ORSERVACION. Se conocerá si las cantidades relativas están en 
razon directa de las principales cuando duplicando una de estas su 
relativa queda duplicada. 
E 9O. En el segundo de los anteriores problemas, duplo, 
triplo , etc. número de hombres tardará la mitad , tercera , etc. 
parte de dias en hacer la misma obra; de modo que tantas ve-
ces como el número 12 (hombres) contenga a 8 (hombres), otras 
tantas veces el número x (dias) estará contenido en 20 (dias) , es 
decir , que se tiene 
42 20 . 
8 x 
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cuya proporcion generalizada da la siguiente : 
Una de las cantidades principales es á la otra , como la rela-
tiva á la segunda es á la relativa á la primera. 
En este caso se dice que las cantidades relativas están en RAZON 
INVERSA de las principales, y recíprocamente ; 6 que las ,primeras 
son inversamente proporcionales á las segundas. 
OBSERVACION. Se conocerá si las cantidades relativas están  en 
razon inversa de las principales , cuando duplicando una de estas su 
relativa queda dividida por dos. 
191. De lo dicho se infiere que 
Para plantear los problemas que se resuelven por medio de 
una proporcion se averigua (1S9 obs. , y 190 obs.) si las canti-
dades que comprende están en razon directa 6 ení razon inversa; 
en el primer caso se escribe la proporcion del número 1S9 , y en 
el segundo la del 190. 
OBSERVACION. Podrá suceder que duplicando una de las canti-
dades principales, su relativa no quede duplicada ni partida por 
dos, en tal caso dichas cantidades no son directa ni inversamente 
proporcionales, y por lo tanto el problema no puede resolverse por 
una: proporcion ; así que en este problema, 
En agotar un pozo de 10 metros de profundidad 
se gastaron 300 reales, si tuviese 46 metros de pro-
fundidad se gastarian x reales, 
es evidente que las cantidades no están en razon directa ni inver-
sa, aunque el diámetro y demás condiciones sean iguales ; porque 
si teniendo el pozo 10 metros se necesitan 300 reales , teniendo 20 
se necesitará más del duplo de dicha cantidad , una vez que la di-
ficultad de la extraccion del agua es mayor'ft medida que la profun-
didad aumenta (`). 
(") Con estas cuatro cantidades A ya,  B y b, si son homogéneas dos á dos, 
esto es, A ya,  By b, se pueden formar solamente estas dos proporciones dis-
tintas 
A B A b 
a b ' a B 
Si las cantidades fuesen abstractas , d todas homogéneas , se podria formar 
además esta otra. 
A _ b 
B a •  
No pueden formarse mis proporciones diversas con cuatro cantidades cuales- 
— 133 — 
EJEM PLO S. 
199..). 1. °  Se sabe que loo varas equivalen próxi-
mamente á 83,59 metros , y  se desea averiguar los 
metros que Componen 751 varas. 
Este problema , bajo una forma más sencilla , es el siguiente : 
100 varas equivalen a 83,59 metros , 
751 varas equivaldrán á x metros. 
Ahora.; pues, es evidente que doble número de varas com-
pondrán doble número de metros, y por lo tanto que las cuatro 
cantidades expresadas están en razon directa (I , obs.). 
Luego el problema quedará planteado en la siguiente propor-
cion (1S9) 
400 _83,59 751x83,59 
7 34 
= x ; de donde (Z79) x=  400 =627 7609 metros. 
 
2.' Una locomotora, cuya velocidad es de 40 ki-
lómetros por hora, recorre en 12 horas una linea, 
¿cuántas horas tardaría en recorrer la misma dis-
tancia si la velocidad fuese de 48 kilómetros? 
Puede presentarse más sencillamente este problema de la ma-
nera siguiente : 
Con la velocidad de 40 kilómetros se tarda 12 horas en re-
correr una línea; con la de 48 kilómetros se tarda x horas en 
recorrer la misma. 
Aquí se observará que si con la velocidad dé 40 se tarda 12 
horas en recorren una distancia , con dupla velocidad se tardara la 
quiera que sean ; porque con las cuatro cantidades A,  a, B , b , no se pueden 
formar más que los seis productos binarios Aa , AB , Ab , aB , ab , Bb , y con 
estos seis productos binarios no se pueden formar más que tres igualdades, 
donde entren las cuatro letras distintas A, a, B, b , que son 
Aa—Bb, AB —ab, Ab=aB; 
A b 
de donde resultan las tres proporciones únicas distintas (1  ) B — a red--
Ab A  
procamente proporcionales, 
a 
— B inversamente proporcionales , 
a 
=..- 7
B  
 
di- 
rectamente proporcionales. 
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mitad de tiempo; están , pues , las cantidades precedentes en razon 
inversa (1190, obs.) , y el problema quedara planteado en la pro-
porcion siguiente (190) 
40 x 40x12 
48 — 1-2 • 
de donde (saso) x= 
 48
=10  horas. 
3.° Para prendas de 160 soldados se necesitaron 
360 metros de paño, ¿cuántos metros se necesita-
rán para surtir de las mismas prendas á 831 ? 
160 soldados necesitaron 360 metros , 
831 soldados necesitarán x metros ; 
160 _ 360 £31 x 360 
de donde 160 = x , y 
x = 
160_ =1869 75 metros. 
 
4.° En un buque hay víveres para 40 dial , te-
miéndose que la navegacion se prolongue hasta 64 
dias, ¿qué parte de racion debe darse á cada indi-
viduo para que los víveres duren todo ese tiempo? 
Por 40 dias hay I racion para cada individuo, 
Por 64 dias habrá x racion para cada uno; 
64 1 40x.1. 5 
de donde (&9O) -
o
=- ; y x=-6k  = . de ration. 
5.° El tres por ciento consolidado se cotiza á 
16,70 , ¿cuánto producirán 100 unidades de mo-
neda empleadas en este papel? 
16,70 producen 3, 
100 producirán x ; 
de donde (3119) 
16 ,70 _ 3 y 
x= 
3 x 100 
_ 17 96 (` ). 
170 x ' 16,70 — ' 
ARTÍCULO II. 
Problemas que se resuelven por dos ó más proporciones. 
193. Para resolver estos problemas se forman tantas propor-
ciones distintas como sean necesarias. para atender á todas las cir-
cunstancias de cada uno : entre las proporciones formadas se eli-
minan (Me, 3.a obs.) todas sus incógnitas, excepto la del pro-
blema; y por último, se resuelve la proporcion resultante. Todo 
segun puede observarse en los siguientes 
9 .viIr • 
(•) Todos estos problemas y los siguientes pueden resolverse por el método 
de reduccion d la unidad. V. Principios de Aritmética, núm. 110. 
rsv...
,
... o.  
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EJEMPLOS. 
1.° 10 operarios hicieron 240 varas de pared en  
4 dias, ¿cuántas varas harán en 5 dias 9 operarios  
sujetos á iguales condiciones ?  
10 operarios en 4 dias hicieron 240 varas , 
9 operarios en 5 dias harán x varas. 
Si prescindimos del número de dias que los operarios emplean,  
quedará el problema reducido al siguiente :  
10 operarios hicieron 240 varas,  
9 operarios harán z varas. 
de donde (189) 
10_ 2^^0 
5-  z • 
Atendiendo ahora al número de dias y prescindiendo del de 
operarios (circunstancia á que ya se ha atendido) el problema se re-
duce al siguiente : 
En 4 dias se hicieron z varas, 
en 5 dias se harán x varas ; 
de donde (189) = z 
x 
Eliminando la z (tse, 3.° obs.) , entre las proporciones 
40 2110 4 z 
=.----i- y 5 — x' 
4x10 240 
se tiene 9 
x5 
= -
x
• de donde x = 4 x 10 
0x5x240 
= 270 varas. 
2.° Se uniformaron 1800 soldados con 50 piezas  
/ de paño de 90 metros de largo y 12 decímetros de  
ancho , ¿qué piezas se necesitarán para uniformar 
el mismo número de soldados, teniendo aquellas  
60 metros de largo y 14 decímetros de ancho ?  
Teniendo 90 metros de largo y 12 decímetros de ancho fue-
ron necesarias 50 piezas : si tuviesen 60 metros de largo y 14 
' decímetros de ancho, se necesitarian x piezas. Atendiendo solo al 
largo de las piezas y llamando z el número de estas , en este caso 
se tendrá (190) 
90 z 
60 - 50' 
ŕ.^ 
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Prescindiend6del largo y atendiendo al ancho se tiene (190)_ 
12 x 
Eliminando la z entre estas proporciones. (01'.2, 3.° obs.), 
resulta 
90x12_ x 
90x42x50 2 
60 x 14 — 50 ; 
de donde x — 
— 60 x 14 
61 
7 
 piezas. 
CAPÍTULO XIV. 
Otros problemas que se resuelven por 
medio de una 6 mis proporciones. 
ARTICULO PRIMERO. 
Interés simple. 
191. Se llama INTERÉS el rédito que produce un capital pres-
tado -con ciertas condiciones. 
El interés es simple y compuesto. 
INTERÉS SIMPLE es el producido solo por el capital , y COMPUESTO 
el producido por el capital é intereses devengados y que se van acu-
mulando'al capital primitivo. 
El interés que produce 100 reales en la unidad de tiempo, 
que generalmente es- un año, se llama tanto por ciento. 
En los problemas de interés simple se supone que este es pro - 
porcional al capital y al tiempo que dura el empréstito. 
195. PROBLEMA. ¿ Qué interés produce el capital c 
en el tiempo t, siendo i el tanto por ciento ? 
Este problema equivale al siguiente : 
10a unidades en 1 año producen i. 
c unidades en t años producirán y. 
De donde (193) —=— , t =— , y por consiguiente 
-
400
=; y por último y = 1ó0 [1].  
Luego para hallar el interés se multiplica el capital por eb tan-
to por 100 y por el tiempo, reducido á años G á fraccion de año, 
y el producto se divide por 100. 
— 137 — 
OBSERVACIONES. 
196. 1. a  Conocidas tres de las cuatro cantidades , y , c, 
1, t, que entran en la fórmula anterior, se puede determinar la 
otra. 
Despejando sucesivamente cada una de las tres últimas canti-
dades , se tienen las otras tres fórmulas 
c = 100y 
 [2] i- 400y [ 5] , t= 
400y  [4] 
ü ct ci 
2.' Si el tiempo fuese igual u un año , lo que sucede con fre-
cuencia, la fórmula general se convierte, haciendo t=1, en 
ci 
— [5 ] 
• es decir, que en este caso el interés se determina multiplicando el 
capital por el tanto por 100, y separando las dos cifras ŕ de la de-
recha con una coma. 
EJEMPLOS. 
1.' ¿Qué interés producen en un año 6000 pe-
setas al 5 por 100? 
La fórmula [5] nos da 
y= 60000  = 
300 pesetas.  
2.° ¿Qué interés producen 10000 rs. al 6 por 
100 en tres meses ? 
De la fórmula [1] se deduce 
40000x6x 3  10000x 3  
100 
14
400 
9 
 =100X = 150 reales. 
3.° ¿Qué capital se necesita para producir en 
90 dias 200 pesetas al 4 por 100? 
La fórmula [2] nos da c _  100 x 200 20000 _ 20000 esetas. 4x30 4x-- P 
i, 
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4. °  72000 reales produ . eron en 20 dias 220, 
¿cuál ha sido el tanto por 100 P 
De la fórmula [3] se deduce  
400 x220 _  22000 22 22 1 
72000 x 20
2 — 
72000 x 1  72 x l 4 
5 2  
360 18 18 
5.° ¿En qué tiempo 2000 pesetas producen 60 
al 5 por 100? 
De la fórmula [4] resulta 
100 x 60 6000 6 3 
t
_ _ 
2000 x 5 10000 10  
Resultado: de año , ó sean 7 meses y 6 dias. 
ARTÍCULO IL 
Descuento. 
/ 297. En una letra ó pagaré , que debe satisfacerse dentro 
de cierto plazo , se consideran dos valores , el que la letra expresa, 
y aquel á que se reduce si de presente se quiere hacer efectivo su 
valor. El primero de estos valores se llama nominal, el segundo 
actual, y la diferencia entre los dos descuento. 
Así , por ejemplo , en una letra de 4000 rs. cuyo plazo vence 
dentro de 2 meses, el valor nominal es 4000; el valor actual 
algo menos de 4000 , puesto que es natural que para satisfacer 
de presente lo que debe pagarse dentro de un plazo más ó menos 
largo , se haga alguna rebaja por razon del anticipo : esta re-
baja , ó sea la diferencia entre los valores nominal y actual , es el 
descuento. . 
Segun esto , conocidas dos de estas tres cantidades , valor no-
minal, valor actual y descuento, por medio de una simple suma ó 
resta se halla la otra. 
a9S. PROBLEMA. Una letra de c reales vence den-
tro del tiempo 1, e, cuál será el descuento que debe 
hacerse para cobrarla de presente, siendo i el tan-
to por 100 convenido? 
Si 100 reales en un año producen i , en t tiempo produci- 
J 
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rán it, luego 100 4-- it expresa la cantidad en que se convierten 
100 reales con sus intereses en t tiempo ; luego por 100 ± it 
reales que se han de pagar dentro de t tiempo debe descontar- 
se, para ser pagados de presente, el interés que producen 
100► reales, esto es, it; luego 'el problema se reduce al siguien- 
te : por 100 -I- it se deben descontar it; por c se descontará d; 
400+it it cit 
de donde — 
d 
, y por consiguiente d= 
 
Luego para hallar el descuento se multiplica el valor nominal 
de la letra ó pagaré por el tanto por ciento y por el tiempo reduci-
do á años ó fraccion de año , y el producto se divide por 100 su-
mado con el tanto por 100 multiplicado por el tiempo. 
EJEMPLO. d Q,uó descuento debe hacerse para pagar 
al contado una letra de 4000 pesetas , que vence 
dentro de dos meses, siendo 6,e1 tanto por 100? 
Segun la fórmula general se tendrá 
n 
4000x6x 2  5 4000 
d— 2 -- 
Do 1
- = 39,60 pesetas. 
400+ 6% 12 
OBSERVACION. Conocidas tres de las cuatro cantidades e, d, i, t, 
que entran en la fórmula general , se puede determinar la otra y 
hallar tres fórmulas análogas á las ya obtenidas (2 96 ,  
199. En el comercio se hacen los descuentos determinando 
el interés que produce el valor nominal de la letra ó pagare en 
el tiempo que debe trascurrir hasta su vencimiento ; de manera 
que estos problemas se resuelven en tal caso por la fórmula ge-
neral (195) 
cit 
Y = 100 
Resolviendo el problema precedente por esta fórmula, se tiene 
400 
Luego el descuento es en este caso 40 pesetas. 
OBSEaVAC1oN. Este método produce , como acaba de verse , ma-
yor descuento que el anterior , y la razon es óbvia : segun aquel, 
y= 
4000x6x 2 12_ 40, 
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se descuenta proporcionalmente á la cantidad que se anticipa , que es  
el valor actual , y segun éste , proporcionalmente al valor nominal  
de la letra ó pagaré ; de modo que si bien este segundo método de des- 
• contar es más sencillo , no es equitativo sino que perjudica al tene-
/ 
dor de la letra , una vez que se le cobran intereses por una cantidad  
mayor de la que se le anticipa. ' I  
ARTICULO III. 
Partes proporcionales. 
`200. PROBLEMA. Dividir A en partes proporcio-
nales á las cantidades a, b , c, etc. 
‘lámerise x, x',  x' , etc. estas partes, y se tendrá 
a _ b _ c 
• ti x — x, 
x„ =....; 
de ciaya serieyde razones iguales resulta (1546) 
\ 
, ^ • a ;+-b+c+... a b c 
♦ '•‘+ +^ x "-+ _= x  = x ' = x" _....  ^ .. 
ó temiendo  
a+b+c+ r.. w, b c 
{- i =--- — de donde 
A x x' 
 
.. • ^ 
^ A A 
^ x=
— X a , x,'= 
a+ b+ 
Xb , a+ b+ c+... ^ .t c+...  
• 
Í Luego para hallar una de las partes , se divide ,la cantidad  
dada A por la suniil de las cantidades a±b-}-c - 1 - ... á que las 
partes deben ser resp(ctivanmente proporcionales , y el cociente se  
multiplic por la cantidad kque la parte á que se determina ha de 
ser también proporcional. t 
 
EJEMPLOS.  
1.' Cuatro albañiles ajustaron una obra en 374  
• 
i I  _ A 
x 
a+b+c
+.
X e 
 ' etc. 
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reales: el 1.° trabajó 10 dias, 8 el 2.°, 12 el 3.° y 14 
el 4.° ¿ Cuánto corresponde á cada uno ? 
374 
Al1.°
10+8+12+14
X10=-4 X10= 85, 
alt  ° 4 X 8= 68, 
al 3  ° 
374 
al 4° 
Total .......................... 374. 
2.° Una provincia, compuesta de las municipa-
lidades A, B, C, D, E, debe dar el contingente de 
140 sodados: teniendo la municipalidad A 325 
mozos sorteables, la B 205, la C 188, la D 14, y 
la E 452I, ¿cuántos soldados corresponden á cada 
una? 
140  X325= —
140
X525=55,8 G 33, 
325+205+188-x-174+432 1341 
B — ........................................................142  x205=21,3 ó 21, 
1344 
C= 14
4x188= 19
' 
 5 O 19, 
1344 
D 140 
13/4
X174=18,1 G 18, 
110  E —  ....x452=47
' 
 1 G 47,  
4344  
Suma    138. 
44 
X12=102, 
34 
7 X14=119, 
 
Los dos soldados que faltan por razon de las fracciones deci-
males, que no pueden apreciarse en este caso , se sortean entre las 
mismas municipalidades. 
Las contribuciones se imponen tambien por la fórmula prece-
dente. El Gobierno las reparte entre las diferentes provincias segun 
la riqueza de cada una; la provincia las divide por municipalidades 
proporcionalmente a la riqueza de ellas , y las municipalidades 
las derraman por individuos conforme tambien á la riqueza de 
cada uno. 
 . 
 
T 
i  
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ARTÍCULO IV. 
Regla de companía.  
eo s . (. Se llama REGLA DE OOMPAMA la que enseña á determinar 
la ganancia ó urdida correspondiente á cada uno de varios com-
pañeros prop cionalmente al capital de cada uno , y al tiempo 
que este capti ;'estuvo, en el fondo coman. , 
•%o ē. _ La regla de compañía se divide en simple y compuesta: 
es simple, culo los capitales han permanecido un mismo tiempo 
en el fondo:^J ó-vuando son iguales: y compuesta cuando capitales y 
tiempo sondiferentes.  
eo3. Sellan la d.efinicion dada, las ganancias ó pérdidas en  
1á regla de comer-lía simple se deben repartir proporcionalmente á  
los capitales 6<a/os tiornpos•por que fueron impuestos. 
Luego la regla de compañía simple es un caso particular del 
'problema general del número '200: y por lo tanto se resuelve por 
lu;ella fórmula. 
EJEMPLOS. 
:1.° Tres comerciantes reunieron sus capitales, 
impar Lando el del l.." 500 pesetas, 460 el del 2.°  
•y 5494e1 del 3:: ganaron 300 pesetas. 
d 
 Cuánta 
cor~nde á cada uno? 
^ , 
300 300 
Al 2.°. ................^ X 460. — 92 ...... id. 
Al 3.°  .............300 
 X 540,-108 .......id. 1500 
Comprobacion ..............  500.  
2.° Un comerciante empleó 4000 duros en cier-
ta especulacion; pero necesitando mayor cantidad 
 
para terminarla, y no pudiendo disponer de ella, 
 
Al 1.° V 
00 
^ , X 500 — X 500 =100  pesetas. +460- ^-,, 0 1500  
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interesó á un compañero en el negocio, quien em-
pleó á los 5 meses otros 4000 duros. Se terminó el  
negocio al año de iniciado , produciendo una ga-
nancia de 1500 duros. 
d 
 Cuánto corresponde á 
cada uno? 
Al 1  ° 
9500  X 1
2
— 
 1500 
X 12= 9/i7 — duros. 
12 +7 19 19 
0X 7= 552 
99 
 id. Al 2  ° 
Comprobacion. ............... 1500. 
t ?O1. La regla de compañia compuesta se funda en el si-
guiente 
TEOREMA. Las ganancias ó pérdidas de los socios son propor= 
cwnales al capital de cada uno multiplicado por el tiempo. 
En efecto, sean C y C' los capitales de dos socios , T y T' los  
tiempos por que han sido impuestos, G y G' las ganancias respecti-
vas , y se tendrá 
C capital en T tiempo produce G, 
C' capital en T' tiempo producirá G', 
de donde ñi 
G T x 
y por consiguiente  
CT G 
u
„
1 , = G' ^ 
cuya proporcion demuestra el teorema. 
COROLARIO. Luego las ganancias ó pérdidas deben repartirse 
proporcionalmente al capital de cada socio multiplicado por el 
tiempo respectivo (por la fórmula general del número 010). • 
EJEMPLO. Tres comerciantes hicieron compañía : 
el 1.° puso 6000 rs. por 8 meses, el 2.° 3000 por un  
ario , y el 3.° 11000 por diez meses; perdieron 6500  
reales. ¿ Qué pérdida debe sufrir cada uno?  
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Refiriendo el tiempo á una misma unidad, á meses por ejemplo, 
corresponderá segun el corolario anterior. 
6300 
X 6000 X 8= 
6000x8+3000x 1^+11000x10 
1s^o 0X4 8000=1608 1^^F reales. 
Al 2° .......194000 X 
36000=1206 
94 
 id. 
Al 3.°.  ........... 19-4 
6500  
 000 X 1
10000=3685 —
194 
 id. 
Comprobacion ..................  6500. 
ARTICULO V. 
Regla de aligaeion. 
2O5. Se llama REGLA DE ALIGACION la que tiene por objeto de-.  
terminar el precio medio de una mezcla , formada de varias cosas  
diferentes (que no sufren deterioro al mezclarse) , conociendo la  
cantidad de cada una y el precio respectivo : ó determinar las can-
tidades que deben mezclarse de varios efect s, conociendo el precio  
medio y el de los efectos que se mezclan.  
Son, pues, dos los problemas que deben resolverse : 1.° hallar 
el precio medio: 2.° hallar la cantidad que de cada efecto debe  
entrar en la mezcla.  
206. PROBLEMA 1. 0  Se mezclaron A hectólitros de 
trigo de a reales cada uno , con B hectólitros de á b 
reales, con C hectólitros de á e reales. ¿ Cuál será 
el precio de la mezcla, 
A hectólitros de a reales importan AX a , B hect. á b reales 
B X b, C hect. á c reales C X c; luego A-r-B-FC hectólitros valen  
A X a+B X b-f--CXc ; luego un hectólitro valdrá  
Axa+Bxb+Cxc 
A+B+C 
Luego para determinar el precio medio se hallan 7 7dife- 
Al i  ° 
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rentes valores de las cantidades mezcladas , 
y 
 la suma de éstos se 
divide por la suma de las medidas.` 
EJEMPLO. Se mezclaron 50 kilógramos de arroz de 
á 2 reales kilógramo , con 80 de 1,5 , con 70 de á 3 
reales. ¿ Cuál será el precio medio de la mezcla ? 
50x2+80x9, 5-!-70x3 l30 
Precio medio= 50+80+70 -200— 2,15 reales. 
 
PROBLEMA 2.° Se ha de mezclar té de a reales kilo-
gramo , con' té de a-I-g-{-p reales. ¿Cuántos kiló-
gramos se tomarán de cada clase para que el pre-
cio medio sea a±g reales? 
Llamando x el número de kilogramos del precio inferior, y z 
el de kilogramos del precio superior ,,_cada kilogramo de a reales 
produce una ganancia de a-pg— ft =g : cada kil. de  
reales una pérdida de alg--p—(a+g)=p: luego o kilogra-
mos del precio inferior producirán.la ganancia gx , y z del supe-
rior una pérdida expresada por pz. - , 
Mas como la mezcla debe verificarse sin perder ni ganar, se-
gun implícitamente se deduce del problema , la pérdida debe ser 
igual á la ganancia _, y por consiguiente gx=pz; de don- 
de(15i1). =z 
p x 
Luego las cantidades que deben mezclarse de cada especie , es-
tán en razon inversa de las diferencias de sus precios al precio 
medio. 
?0 . De donde se deduce que 
Para hallar la razon en que deben mezclarse dos efectos de 
precio distinto , cuyo precio medio sea dado , se halla la diferencia 
entre los precios medio é inferior, y este número representa las 
unidades que han de mezclarse del efecto de precio superior: se 
halla la diferencia entre este precio y el medio , y el número halla-
do son las unidades que han de mezclarse del precio inferior.-, 
EJEMPLOS. 
1.° ¿En qué razon se ha de mezclar trigo de á 
109 reales hectólitro con trigo de 90 reales , para 
que el precio medio sea 97 reales ? 
AI.G. 40 
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Del precio'iñferior se mezclaran 1 . 09-97=12 hectólitros, y 
del superior 97 -90=7. 
La operacion se dispone así : 
"009._ 7, 
1 90... 12. 
Si fuesen más de dos los efectos que deben mezclarse , se combi-
na cada uno de precio inferior con otro de precio superior, y si no 
hubiese tantos de este precio como de aquel G al contrario, se com-
bina uno de los primeros con (losó más de los segundos ú vicever-
sa, como se ve en los ejemplos siguientes. 
2.° ¿Cuántos hectólitros de vino de á 24 , 20 , 16 
y 15 escudos se han de mezclar, para que el precio 
de la mezcla sea 19 escudos ? 
24.... 4 , 
20.... 3, 
19 
16.... 1, 
15.... 5. 
3.° ¿ Cuántos kilógramos de pólvora de á 18, 20 
y 24 reales se han de mezclar para vender la mez- 
cla á 21 
Q 
 reales ? 
( 244.... 1 2 +3 2 
21 2 20.... 2 2 ,  
f 18.... 2 2 
0us RVAc[oN. El 2.° problema, de los que comprende la regla de 
aligacion, es indeterminado, puesto que pueden ser satisfechas las 
condiciones que encierra por todos los números que estén en la mis-
ma razon que los hallados; así , en el ejemplo 1.°, los números 11 
y 24 , 21 y 36 , .... , 3 
2 
 y 6  , 1 T 
 y 3 , etc. etc. , que están en 
la misma razon que los 7 y 12 hallados, son tambien soluciones de 
dicho ejemplo. 
Este problema puede hacerse determinado agregando una con- 
dicion más , como por ejemplo, que la suma de las cantidades mez- 
.11 
^ 
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cladas sea un número dado, que de uno de los efectos que se mez-
clen éntre una cantidad determinada., que la diferencia entre dos  
de las cantidades de los efectos que se mezclan sea tambien cono-
cida, etc. 
AIITÍCiTLO VI. 
Regla conjunta. . 
208. Se llama REGLA CONJUNTA la que enseña á determinar la 
relacion que existe entre dos cantidades, por medio de la relacion 
que éstas tienen con otras cantidades intermedias. 
Los problemas que esta regla comprende se pueden resolver  
por dos G más proporciones , como se ha visto (133) ; pero se re-
suelven más fácilmente fundándose en el siguiente  
209. TEOREMA. Si se multiplican ordenadamente dos ó más 
igualdades de tal forma , que la especie del segundo miembro de 
cada una sea la Misma que la del primer miembro de la igualdad 
siguiente , los productos forman una nueva igualdad, cuyo primer 
miembro es de la primera especie y el último de la última. 
Es decir que de 
A metros = B' toesas 
C toesas ==D"r"  , 
E varas 
— 
r pies 
, 
se deduce ACE 
metros 
 =BDI+ p 
• 
En efecto, multiplicando los dos miembros de la primara igual- 
dad por C y los de la segunda por B, resulta 
AC metros =
BC toesas 
 
BC toesas = BD  varas 
Como AC metros y  BD varas  son respectivamento iguales a BC 
tee'as, 
 se 
tiene AC 
 metros 
— D 
 vara 
'Multiplicando los dos miembros de. esta igualdad por E, y los 
de la tercera por BD, se tendrá 
AcE metros BDE varas  
BDE 
varas 
 =BUI 
 pies ; 
— 148 — 
de donde 
ACE metros = BDF pies , 
resultado que se podria extender al caso en que las igualdades fue- 
sen cuatro , cinco , etc. , y que por lo tanto demuestra el teorema. 
ea O. PROBLEMA. 5 arrobas de cierto género cos-
taron 185 reales. ¿ Cuánto costarán 156 kilógra-
mos , en el supuesto de que 300 kilógramos com-
ponen 26 arrobas ? 
Llamando x el valor de los 156 kilógramos , se tendrán las 
igualdades siguentes: 
,x  reales _ 156 kilogramos 
300 kilogs . = 26 arrobas , 
5 
arrobas 
 =185 reales 
luego x X 300 x 5 
reales 
 =156 X 26 X185 reales ; 
de donde x 
- 15G x 26 x 185 
_ 500, 24 reales.  1500 
Luego para resolver un problema , relativo á la regla conjunta, . 
se escribe (principiando por la incógnita para mayor sencillez) una 
série de igualdades de la forma que expresa el teorema ante-
raor, continuando esta série hasta que el último miembro sea de 
la misma especie que la incógnita : se multiplican ordenadamente 
dichas igualdades, 
y 
 se despeja la incógnita en la ecuacion resul-
tante. 
EJEMPLOS. ¿ Cuántos reis contiene un real, en el su-
puesto de que 19 reales equivalen á 5 francos, 480 
francos á 19 libras esterlinas y una libra esterlina 
á 4608 reir ? 
,x reis = 1 real 
19 reales _ 5 trancos 
480 francos = 19 libras esterlinas 
1 lib. est. 
= 4608 reis; 
de donde x X19 X 480 reis = 5 x19 X 4608 reis 
y por consiguiente x = 5x 99x 4608 _ 23040 _ 48 reis.  19x480 - 480 
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CAPÍTIJLO XV. 
Progresiones. • 
ARTÍCULO PRIMERO. 
Progresiones aritméticas. 
211. Llámase PROGRESION ARITMÉTICA Ó por diferencia una 
.série de términos tales , que cada uno es igual al precedente 
-sumado con una cantidad constante, llamada RAZON de la pro-
greszon. 
Se llama progresion CRECIENTE aquella en que la razon es posi _ 
tiva y los términos van por lo tanto aumentando; y DECRECIENTE 
en el caso contrario. 
Las progresiones aritméticas se suelen escribir así : 
3 5. 7.9 . 11 .13 .... , creciente cuya razon es +2 , 
16.12. 8.4.0 . —4 . —8. ... , decreciente cuya razon es —4; 
y se leen : 3 aritméticamente á 5 , es á 7, es á 9 , etc. 
16 es aritméticamente á 12 , es á 8 , es d 4 , etc. 
212. Dos problemas principales se resuelven en las progre-
siones : 1.° hallar un término cualquiera conociendo el primero, 
la razon y el número de términos: 2.° hallar la suma de todos 
los términos , conociendo el primero , el último y el número de tér-
minos. 
2113. 
l= a-}-(n-1)d [i]. 
Luego un término cualquiera de una progresion aritmética 
es igual al primero , sumado con £l producto de la razon por el 
número de términos precedentes ó por el total de términos ménos 
.uno. 
PROBLEMA 1.* Sea a el primer término, d la 
razon, y n el número de términos. 
Segun la defnition , la progresion será la siguiente 
= a . a+d . a- 1-2d . a -1-3d . a+4d . etc. ; 
y llamando I el último término, G sea el que ocupa el lugar n , se 
tendrá evidentemente 
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EJEMPLOS. 
1.° Mallar el término décimo de la progresion 
1.7.13.19.... 
Llamando 1 este término sera 
1=1±(10-1)X6=55. 
2.° Hallar el término octavo de la progresion 
— 15.12.9.... 
Llamando 1 dicho término, se tiene 
Con0L,kütO. La suma de dos términos equidistantes de los extre-
mos es igual a Id suma de éstos. 
Llamando,a, y l los extremos , x el término que tiene m térmi- 
nos antes de si, o el que tiene m términos despues y d la razon , se 
tendrá 
x= a+ md: 
considerando z como primer término de una, progresion que tiene 
m términos despues, se.tiene tambien 
l = z±md ó z=l—md; 
y sumando esta última ecaacion con la primera, resulta 
x±z= a+md-f- l—md=a±l. 
Consecuencias de la fórmula 1=a+ (n- 1)d. 
?Al. Por medio de la fórmula [1] se puede hallar cualquiera 
de las cantidades a, d, n, l , conocidas las restantes. 
Despejando la a , se tiene 
a=l—(n-1)d. 
1.' Luego el primer término de una progresion aritmética es 
igual al último';'restando de él el producto del número de términos 
menos uno por la razon.  
EJEMPLO: ¿ Cáal es el primer término de una progresion. 
aritmética en que el último es 12, 7 el número de términos y 2 
la razon? 
a=12—(7-1)x2=0. 
Despejando la n en dicha fórmula, resulta 
n- 1  1
— + a  
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2.' ; .Luego, el número de términos de una progresion aritmética  
es igual á la unidad , sumada con el cociente que resulta de dividir 
el último ménos el primero por la razon.  
EJEMPLO. ¿Cuántos términos _ tiene una progresion, cuyo pri-
mer término es —5 , el último 19 y 4 la razon ?  
n-1-i-
19+5
=7. 
'r nl ^ ^ • ,  
Despejando la d en la misma fórmula, se tendrá  
l— a 
d=-- n- 1 
3.' Luego la razon de una; progresion aritmética e,,iyual á 
la diferencia entre el' ,último término y el. primero , partida por  
el número de términos ménos .uno o por el número de medios  
más , uno . 
EJEMrt:o. ¿Cual es la razon de una progresion,, cuyo primer  
término es 20, el último O ,. y 6 el número de términos?  
0-20 -
- 4. 
215.. Esta última consecuencia facilita el modo de interpolar 
un número cualquiera de medios aritméticos entre dos números,  
pues para esto basta determinar la razon. 
Así , para' interpolar 7 medios entre 8 y 12, se tendrá  
_
92_8_ 1 
d- 
9_1 
 - 
2 , 
y por consiguiente 
- 8.8 .9.92.10.104.11.112.12. 
OBSERVACION. Si entre los términos consecutivos de una pro-
gresion aritmética se interpola un mismo número de medios, los  
términos deja progresión y los medios interpolados forman una  
nueva progresion.  
Porque la diferencia entre dos términos consecutivos en la  
,progresion primitiva ,es la razon de ésta, y pqr consiguiente  
igual para dos términos seguidos cualesquiera, luego la fórmu-
la precedente da la- misma razon para cada pr ógrésióniparcial ; y 
corno el ultimo término decada una de éstas es ; el ,: primero de  
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la siguiente , las progresiones parciales forman una sola pro- 
gresion. 
Así , interpolando dos medios entre los términos de la pro-
gresion = 1 .4 . 7 . 10 . 13 . etc.: • como d= ¢_ 1= 1 , d= -4 = 1 , etc.: 
se tiene la nueva progresion 
- 1.2.3.4.5.6 . 7. 8.9.10.11.12. 13. etc. 
?MG. PROBLEMA 2.° Sea hallar la suma de los tér- 
minos de la progresion -; - a . b . c ..... h . k .1. 
Llamando s esta suma, se tendrá 
s=a-I-b-j-- c+ ..... -j-h± k-{- l 
±c±b+a, de donde 
2s=((t+l)-{-(b+k)±(c+h)+ ... +(c±h)+(b+k)+(a±l) y 
como cada sumando es igual á a +1 (2m3, corol.) , y hay tan-
tos sumandos como términos tiene la progresion, llamando n este 
número resulta 
de donde 
2s= (a -1-l)n ; 
s — 
(a +l)n 
2 [ .2] 
Luego la suma de los términos de una progresion aritmética 
es igual á la mitad del producto de la suma de los extremos por el 
número de términos. 
EJEMPLO. Hallar la suma de los términos de la progresion 
1 .2.3.4.....98.99.100: 
s _(1+100)100 
_5050. 
2 
OBSERVACIONES.  
217. 1.' Por medio de la fórmula [2] se puede hallar 
cualquiera de las cantidades a , 1, n , s , conocidas las otras 
tres. 
2.'  Las dos fórmulas de los problemas generales resueltos 
l=a±(n-1)d, s = (n  2 l)n  
contienen las cinco cantidades a, d, l , n, s, de las que cono- 
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cidas tres , por medio de estas ecuaciones se pueden determinar 
las restantes. 
PROBLEMA. 
ems. 1.° Un propietario desea hacer un pozo de 
20 metros de profundidad; pagando por el primer 
metro 10 escudos, por el segundo 14 y así sucesi-
vamente aumentando 4 escudos por cada metro, 
¿ cuánto le costará el último P 
El último metro será el término 20 de una progresion cuyo 
primer término es 10 y la razon 4 luego será (e g3) 
l=10-}--(20-1)4=86 escudos. 
?Y9. 2.° Un cuerpo al caer de cierta altura re-
corre en el primer segundo 17,58 pies, en el si-
guiente 52,74 , es decir 35,16 más que en el ante-
rior , y aumenta esta misma cantidad en cada uno 
de los segundos sucesivos. ¿ Qué espacio recorrerá 
en un minuto? ("). 
El espacio que recorre en un minuto estará expresado por la 
suma de los términos de una progresion aritmética, cuyo primer 
término es 17,58 , la razon 35,16 y 60 el número de términos. 
El último término de esta progresion será (2 3) 
/=17,58+(60-1)X35,16=-2092,02 
y la suma G espacio recorrido (1116) 
s — 
(17,58+ 29 , 02)60 _ 63288 pies. 
ARTÍCULO II. 
Progresiones geométricas. 
e?O. Llámase PIIOGRGSION GEOMÉTRICA Ó por cociente una serie 
de términos de los que cada uno es igual al precedente multiplicado 
(') Los datos de este problema solo pueden tomarse como exactos para pun-
tos inmediatos á la superficie de la tierra, que tengan aproximadamente la 
misma latitud y altura sobra el nivel del mar que Madrid, y prescindiendo de 
la resistencia del aire. 
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por una cantidad constante, llamada nAzoN de la progresion. 
Se llama pr ogresion CRECIENTE aquella en que la razon vale más 
que la unidad , y cuyos términos van por lo tanto aumentando; y 
DECRECIENTE en el caso contrario. 
Las progresiones geométricas se escriben de este modo: 
4 : 8 : 16:32 64 :... , creciente cuya razon es 2• 
18 : 6 : 2 : 
2
• 
... decreciente cuya razon es t   , • 4 :
y se leen: 4 es geométricamente á 8, es, á 16 , es á 32 etc. , 
18 es geométricamente á 6 , es á 2 , es á 
3 
etc , . 
Il . En estas progresiones se resuelven los mismos dos 
problemas principales que en las aritméticas. 
PROBLEMA 1.° Hallar un término cualquiera , dado 
el primero, la razon y el número de términos. 
Siendo a el primer término, y q la razon, la.progresion será 
a : aq : aq 2  : uq 3  : aq 4  etc. 
Llamando l el último término, ó sea el que ocupa el lugar n, 
se tendrá evidentemente 
l=aq"- ' [1]. 
Luego un término cualquiera de una progresion geométrica 
es igual al primero multiplicado por una potencia de la razon ex-
presada por el número de términos precedentes , ó por el total de 
términos menos uno. 
EdE3IPIAS. 
1.° Hallar el término 8.° en la progresion 
- 1 : 2 : 4 : 8 : etc. 
1 =1 X2 7=128. 
2.° hallar el téi`mino 6.° en la progresion 
6 : 2 : 3 : etc. 
l =6X(
1° 
3) 
=6X
243
_ ' . 
Consecuencias de la fórmula l= aq°- '. 
222. Por medio de esta fórmula [1] se puede hallar cual- 
° 
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quiera de las cantidades a, q, ny 1, conocidas las otras tres;  
aunque por ahora no nos sea posible determinar n en valores de las  
otras (V. 9260). ` 
Despejando a , se tiene 
a.= 
q"-1' . 
I .' Luego el primer término de una progresion geométrica se,  
halla dividiendo el último por la razon , elevada a uüa potencia 
expresada por el número de términos ménos uno.  
EJEMPLO. Hallar el primer término de una progresion geomé-
trica en que el último es 32,, 2 la razon y 4 el número de térmiŕos. 
32 
a = 
2a 
=4 . 
Despejando q°- ' en dicha fórmula [1] , resulta 
qn-1=  . 
a ' 
y extrayendo la raíz del grado n-1 de los dos miembros de ''esta 
ecúacion , se tiene q == n-, t  
Y'  
2.' Luego la razon de una progresion geométrica es igual á la  
raíz del grado n- 1 del cociente que, resulta de dividir el último  
término por el primero.  
EJEMPLO. Hallar la razon de una progresion geométrica cuyo  
primer término es 2 , el ultimó 162 y 5 él húmero de términos.  
` ^+_/162 q=
,V .2 
-
01=3. 
??3. Esta última ;consecuencia facilita el modo de interpolar  
un número cualquiera de medios geométricos entre dos números:  
pues para esto basta determinar la razon. 
Así , para interpolar 2 medios geométricos entre 5 y 40 se  
tendrá 
q 
5 
40 = 2 , y por consiguiente -- 5 : 10 : 20 : 40 ,  
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OBSERVACION. Si entre los términos consecutivos de una progre-
sion geométrica se interpola un mismo número de medios , los  
términos de la progresion y los medios interpolados forman una  
nueva progresion.  
Porque el cociente de un término de la progresion primiti-
va por el que le precede es la razon de esta ; y por consiguiente  
igual para dos términos consecutivos cualesquiera ; luego la  
fórmula precedente da la misma razon para cada progresion par-
cial ; y como el último término de cada una de estas es el pri-
mero de la siguiente , las progresiones parciales forman una sola  
progresión. 
Así, interpolando dos medios entre los términos de la pro-
gresion _ 1 : 27 : 729 : 19683 ; como 
`° 27 7 
^- V 1 -J ^ 
se tiene la nueva progresion 
1 . 3:9: 27 : 81 : 243: 729: 2187 : 6561: 19083 • 
?edil. PROBLEMA 2.' Hallar la suma de los términos  
de la progresion - a : aq : aq% : aq 5  .....: agn-2  : aqn
-, 
 
Llamando s la suma se tendrá 
s = a -i-- aq -{- aq°+ aq 3 + +aqn-'+ aqn-' : 
multiplicando los dos miembros de esta ecuacion por q , resulta 
qs=aq+aq! H- aq 3  +aq 4 ± -F aqn-'-Fagn : 
y restando de esta ecuacion la anterior 
qs — s =agn _a; 
de donde s=
aqe—a
— 
 aqn-{xq—a 
q-1 q-1  
y poniendo en vez de aqn- ` su valor (e?i), resulta al fin 
s= lq —a ]. 
q-1 
[2 
 
Luego la suma de los términos de una progresion geométrica  
es igual á la diferencia entre el producto del último término por M 
razon y el primero , dividida por la razon ménos uno.  
1.' Dallar la suma de los términos de una progresion geomé-
trica, cuyo primer término es 1 , el último 128 y 2 la razon. 
8-
128x2- 1
_255.  
1 
2.' Hallar la suma de 5 términos de una progresion , cuyo pri-
mer término es 18 y 3 la razon. 
Valiéndonos de la fórmula S =  
aq°—a 
q-4  
de donde se dedujo la [2], se tiene 
s_48x(3) 6-18_ 18x 213 -18 - 18 - 243 
-26  8 •  1 -1 _ 2 2 y 
3 3 3 
OBSERVAC(OVES. 
225. 1." por medio de la formula [2] se puede hállar cual- 
quiera de las cantidades a,1, q , s, conocidas las otras tres. 
2.' Las fórmulas generales halladas 
1 =aq° -4 , s lq
— a 
 
q- 1 
contienen las cinco cantidades indeterminadas a, 1, n, q, s, de 
las cuales conocidas tres, se pueden determinar las restantes por 
medio de dichas fórmulas ó ecuaciones ; advirtiendo nuevamente 
que, cuando n es incógnita, la ecuacion que la contiene se resuelve 
como se verá más adelante (2G2). Tampoco se puede hallar por 
ahora el valor de q cuando 1 sea incógnita, si n>3; pues en tal 
caso la ecuacion que la determina es superior al segundo grado. 
PROBLEMAS. 
eta. 1.° Preguntado un chalan por el precio 
del caballo que vende , co ntesta que solo quiere que 
se le dé un céntimo por el primer clavo, 2 por el 
segundo, 4 por el tercero, y así sucesivamente 
duplicando hasta los 32 , que tienen las cuatro her-
raduras. 
d 
 Cuánto pide por el caballo ? 
—158 — 
Este precio es la suma de los términos de una progresion geo-
métrica cuyo primer término es 1 , 2 la razon y 32 el número de. 
términos; luego será (9114) 
s= 
1 
2 
 3?
4 
 1 = 2 3 e-1=4294967295 céntimos= 
42949672,95 reales. 
e d . 2.° Un cosechero, de un tonel que contie-
ne 100 hectólitros de vino añejo, saca diariamente 
10 hectólitros y  los reemplaza con igual cantidad 
de vino nuevo e, Q,u4 cantidad de vino añejo que-
dará en el tonel al cabo de seis dial? 
El primer dia quedan 90 hectólitros , el segundo un décimo 
ménos ú sean 81 , y así sucesivamente ; de modo que la cantidad 
que se busca es el término sexto de una progresion geométrica, 
en que el primero es 90, el segundo 81 , y por consiguiente la 
si 9 
razon is ; luego será 
d =90 X (T
(J 
 5 =53,1•41 hectúlitros. 
eef3. 3." El inventor del juego de a .;edre , á 
quien su soberano ofrecia una recompensa, se li-
mito á pedir, corzo premio de la invencion, un 
grano de trigo por la priiwra de las 64 casillas que 
el tablero contiene, 2 por la segunda, 4 por la ter-
cera, y así sucesivamente duplicando hasta la ca-
silla 64, á a cuánto ascendería la cantidad de trigo 
•pedida ? 
El número de granos de trigo es la suma de los términos de 
una progresion geométrica, cuyo primer término es 1 , 2 la razon 
y 64 el número de términos; luego sera (2 . 4) 
x2'-7 
s =-2_1— —2P'-1-2 32X2' 2-1 •
18.446 744 073 709 551.615 granos de trigo (*). 
(')  Para formar una idea aproximada de la enorme cantidad de trigo que 
representa este número , supongamos que 5 granos de trigo colocados en linea . 
II 
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CAPITULO XVI. 
Logaritmos.  
ARTICULO PRIMERO.  
Preliminares. 
229. LIdmansē •LOGARITMOS los términos •de una progresion  
aritmética que principia por cero , correspondientes d los de una 
geométrica llamados NÚMEROS , que principia por la unidad.  
En las dos progresiones 
— I 
q q2  q3 ......... 
in  
O . d . 2d . 3d .......  nd, 
O es el logaritmo de 1, d del número q ,.2c1 de y
2 , •... , nd de q". 
Se supone generalmente que estas progresiones son crecientes,  
y que la razon q de la geométrica es positiva y siempre diferente  
de la unidad. 
?mil. De aquí parece inferirse que no existen logaritmos para  
los números quebrados; no es así ; sin embargo, porque conti-
nuando hacia la izquierda las progresiones anteriores, se tendrá  
1 1' 1 
• 
4 ° 4' 9■ q 
—^td.... . -3d —2d . — d . O . d . 2d ..... mnd ..... nd ..... (in+n)d  
cuyas progresiones continuadas indefinidamente a derecha é iz-
quierda y tomando para la razon q una cantidad superior á la. 
unidad, pero que se aproxime it esta de una manera conveniente, 
manifiestan que 
compongan un centímetro (cuya hipótesis nada tiene de exagerada; , un centi-
metro cúbico tendrá 125 granos , uu decimetro 125000 , y por consiguiente un  
hectolitro 12500000 granos de trigo. En este supuesto el número hallado 'equi-
vale á más de 1 475 739 528 896 hectolitros ; y suponiendo á 100 reales el hecto-
litro , el valor de la expresada cantidad sería mayor que 147 573 952 589 690  
reales. 
De manera que para proporcionar hoy la cantidad de trigo que tan modes-
tamente pedia el inventor del ajedrez , se necesitaria agotar nuestro presu-
puesto del Estado por espacio de cerca de 100000 amos. 
(')  Puede decirse que los logaritmos de los números negativos son imagi-
narios verdaderamente. 
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I .° Todos los números comprendidos entre cero y el ilz finita 
pueden tener sus correspondientes logaritmos. 
2.° El logaritmo de la unidad es cero. 
3.° Los números mayores que 1 tienen logaritmos positivos, 
y los menores que 1 negativos. 
4.° Los números negativos no tienen logaritmos C). 
ARTÍCULO II. 
Propiedades generales de los logaritmos. 
2"31. El fundamento de estas propiedades es el siguiente 
TEOREMA. El logaritmo de un producto es igual á la suma de 
los logaritmos de los factores. 
Segun la disposicion de las progresiones anteriores , un número 
cualquiera es una potencia de la razon expresada por el número de 
términos que preceden, y su logaritmo es un múltiplo de la razon 
expresado por el mismo número de términos precedentes. 
Así , 2d es el logaritmo de q
2  , 3d el de q 3  .... , md el de qm , 
nd el de q", y el de (In xgn= qm+" será (m-l-n)d; 
luego (indicando con L. el logaritmo del número que se escribe á 
continuation) 
L. (qm x q") = (m -i- n)d=md±nd =L. qm±L. q" , 
o bien L. (qm X q") = L. gm±L. q". 
Siendo, pues, a y b dos números cualesquiera , 
se tendrá L. ab=L. a±L. b. 
Este raciocinio se puede extender á un número cualquiera de 
factores abed .....  
En efecto, L  (aX bcd..)=L. a±L. bed.... , 
L. (bXcd...)= L. b+ L. cd ..... , 
L. (cXd....)= L. c+L. d ...... ; 
luego L. abcd ...... =L. a+L. b ±L. c +L. d-I-.... , 
cuya última igualdad demuestra el teorema do la manera más 
general. 
r 
o 
e 
n 
á 
[e 
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CoROI.nRIe 1. °  El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo  
del dividendo mnos el logaritmo del divisor. 
En efecto , sea 
a x=--; 
xb =a , 
de donde 
y segun el teorema por consiguiente 
ConoLnnlo 2.° El logaritmo de una potencia es igual al expo-
nente de la potencia multiplicado por el logaritmo) de la cantidad.  
Sea x = a° , y se tendré. 
L.x=L.a°=L.aaaa...=L.a-I L.a+L.a- ...=nL.a , 
O bien L.x=n X L.a.  
COROLARIO 3.° El logaritmo de una raíz es igual al logaritmo  
de la cantidad dividido por el índice de la raíz.  
En efecto , de x=\/a  
x" = a _, 
se deduce • 
y segun el corolario anterior 
nXL.x=L.a; 
L.x— L=`^ • 
de donde  
?3?. Segun lo que acaba de verse (coro]. 1.°), no es nece-
sario que la progresion geométrica contenga más números que los  
enteros, ni la aritmética más logaritmos que los correspondientes  
a éstos , puesto que el logaritmo de un quebrado propio 6 impropio,  
se puede hallar restando del logaritmo del numerador el del deno-
minador. 
Si existiesen , pues, calculados los logaritmos de los números  
enteros , por medio del teorema anterior y sus corolarios , se facili-
tarían las operaciones aritméticas rebajándolas un grado ; es decir  
que la multiplicacion se convertiria en adicion , la division en sus-
traccion , la elevacion á potencias en multiplicacion, y la extrae-
cion de raíces en division.  
A.G. 11 
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Lo largo y complicado de las opeŕaciones simplificadas , sobre 
todo de la elevacion a potencias y extraccion de raíces, indica des-
de luego lo interesante de esta teoría. 
ARTÍCULO III. 
Diferentes sistemas de logaritmos. 
233. La reunion de dos progresiones de las circunstancias 
expresadas , esto es, que la aritmética principie por cero y la geo-
métrica por la unidad , forman un sistema de logaritmos ; de ma-
nera que el número de sistemas que pueden imaginarse es ilimita-
do , y un mismo número tendrá necesariamente logaritmos diversos 
en sistemas tambien diferentes. 
Los sistemas se distinguen unos de otros por el número que 
tiene por logaritmo la unidad, el cual recibe el nombre de BASE. 
De todos los sistemas imaginables solo dos han sido hasta hoy 
empleados ; el sistema neperiano (") , llamado así del nombre de 
Neper , inventor de los logaritmos , y el vulgar ó de Briggs , que es 
el que comunmente se emplea en los cálculos. 
Las dos progresiones siguientes forman el sistema de Neper: 
— 1 : 1-1-a.. (4-1-a)° : (1-¡-a.)
3 
 : etc. 
O • a • 2a • 3a . etc. 
Suponiendo, pues, que el término de la progresion aritmética 
que ocupa el lugar n-}-1 sea la unidad , dicho término será na= 1; 
de donde 
i 
n— — 
a 
y el término correspondiente de la progresion geométrica 
i 
(1-1-a)" 
que es la base del sistema neperiano ("). 
(*) Tambien se llama hiperbólico de una propiedad de la curva llamada hi-
pérbole. 
(") nn el Algebra superior se halla que el valor de esta base, que se expre-
sa por e, es e=2.718281828 .........  
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?31. Briggs tomó por base de su sistema el número 10, que 
es tambien la base de nuestro sistema de numeracion decimal , y 
por progresion aritmética la serie de los números naturales; de ma-
nera que las progresiones fundamentales de su sistema son las si-
guientes : 
= 1 : 10 : 100: 1000 : 10000: ... 
— 0. 1 • 2 • 3 • 4 • .... 
Para que estas progresiones puedan prestar alguna utilidad en 
la simplificacion de las operaciones aritméticas, es necesario que la 
geométrica contenga todos los números enteros hasta cierto límite, 
y la aritmética los logaritmos correspondientes á dichos números; 
pues de lo contrario las ventajas de que hemos hablado (23?) re-
caerian solo sobre números expresados por la unidad seguida de ce-
ros , y con estos son tan fáciles los cálculos aritméticos, que es casi 
inútil cualquier otra simplificacion. 
Veamos cómo puede conseguirse. 
ARTÍCULO IV. 
Formacion de las tablas de los logaritmos vulgares. 
?33. Llámanse TABLAS DE LOGARITMOS unos cuadros ó libros 
en que se hallan, dispuestos en columna, los números enteros 
desde 1 hasta cierto límite, corno 10000, 20000 , 100000, 
108000 , etc. , y á la derecha, en columna tambien  sus logaritmo: 
correspondientes. 
La formacion de las tablas de los logaritmos vulgares se redu-
ce, como ya se indicó , á hacer que la progresion geométrica esté 
formada por los números naturales , y que la aritmética contenga 
los términos correspondientes á dichos números. 
Esto puede conseguirse interpolando m medios entre cada dos 
términos consecutivos de una y otra progresion, en cuyo caso re-
sultarán dos nuevas progresiones (215 , obs. y 223 , id.), y en-
tre los términos de la progresion geométrica se hallarán números 
que se aproximen cuanto se quiera, siendo m suficientemente gran- 
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de , á la serie de números naturales ; tomando , pues , estos núme-
ros y los logaritmos de aquellos a quienes más se aproximan , se 
habrán construido las tablas. 
Fácil es interpolar m medios en la progresion aritmética; por-
que siendo la razon de esta ( I1, 3.a) 
2-1 I 
n-1 m+1 
no presenta dificultad alguna la deterrninacion de este quebrado por 
grande que m sea.  
No ofrece igual facilidad la interpolacion de los m medios geo-
métricos, pues siendo la razon de la nueva progresion (22 ,2.') 
_n_1 10 nt+ ^  
q— ^ 1 ^ 10 
se ve que habria que extraer la raíz del grado m-I-1 de 10 para 
conseguir lo que se pretende; y debiendo ser m un número muy 
superior a 2, la operacion aparece como impracticable. 
No lo es, sin embargo, si se reflexiona que el número de 
medios que se quiere interpolar es arbitrario , y que por lo tanto 
podrémos elegir uno tal que m-1-1 sea una potencia exacta de 2, 
para lo que basta tomar m=2°-1 ,, en cuyo caso la extraccion 
de la raíz del grado m-1-1 se ,reduce á tantas extracciones sucesi-
vas de la raíz cuadrada como unidades tenga el exponente de 2 
(p13, obs.). 
236. Si se quisiere, pues, formar unas tablas, cuyos loga-
ritmos tuviesen exactas las dos primeras cifras decimales, toma-
ríamos una potencia de 2, que fuese mayor que 100; y como 
2'=128, 
interpolariamos 127 medios aritméticos y otros tantos geométri-
cos entre cada dos términos consecutivos de las progresiones del 
sistema. 
La razon de la progresion aritmética sería en esta hipótesis 
d _ 128  = 0 , 0078125, 
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y la de la geométrica 
q=' /^10— v V \/10=1,01815172 ....  
Despues de interpolados los 127 medios aritméticos y geomé-
tricos , tomaríamos de éstos los números 1 , 2 , 3 , 4 , etc. , que 
se escribirían en tila vertical , colocando a la derecha los loga-
ritmos de los números que más se les aproximasen respectiva-
mente, y resultarian construidas las tablas con las dos primeras 
cifras decimales exactas ; porque siendo la razon de la progresion 
aritmética 
1 1 
128 
C 
 100) 
los logaritmos en la nueva progresion aritmética se diferenciarán 
en menos de r
i
co  , luego aunque en lugar de un término de esta 
progresion se tome para las tablas el inmediato superior o inferior, 
el error no llega a 0• 
Un procedimiento análogo nos daría 3 , 4 , 5 , 6 , etc. cifras 
decimales ("). 
OBSERVACION. El método seguido en la construccion de las ta-
blas nos indica que son inexactos los logaritmos de los números 
conmensurables diferentes de la unidad seguida de ceros; porque se 
obtienen reemplazando unas cantidades por otras que no son 
rigorosamente iguales con las primeras. Por esta razon los resul-
tados aritméticos obtenidos empleando los logaritmos serán sufi-
cientemente aproximados en la mayor parte de los casos comunes, 
pero no exactos; circunstancia que debe tenerse muy presente en 
lo sucesivo. 
(') En la construccion de las tablas de logaritmos ordinarios se tomb 
m+1=2&0  de donde ha resultado 
1 
a= — =0,000 000 000 000 000 000 86 ...........  
2 60  
q= 00=0,000 000 000 000 000 001 99.... 
• 
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ARTÍCULO Y. 
Propiedades particulares de los logaritmos ordinarios. 
237. Además de las propiedades comunes á todos los siste-
mas (230 y 231) , tiene el de Briggs otras , que dimanan de 
la naturaleza de las progresiones que le forman. 
Ante todo observarémos que el logaritmo de un número puede 
ser entero , quebrado ó misto. 
Se llama cARACTERísTICA la parle entera de un logaritmo; y 
MANTISA la fraccion decimal del mismo. 
23S. La simple inspeccion de las progresiones fundamenta-
les de este sistema 
1 : 10 :000 :  1000 : etc. 
0 . 1 . 2 . 3 . etc. , 
nos da las consecuencias siguientes: 
1.' Los logaritmos de los números expresados por la unidad 
seguida de ceros , 6 que son "potencias exactas de 10 , tienen solo 
característica: los de los comprendidos entre 1 y 10 mantisa sola-
mente, y los de los superiores á 10, pero que no son potencias 
exactas de este número , tienen característica y mantisa. 
RECÍPROCAMENTE. El número correspondiente á un logaritmo, 
que solo tenga característica , es la unidad seguida de ceros : el 
correspondiente á un logaritmo, que tiene mantisa solamente, es 
mayor que 1 y menor que 10; y el que corresponde á un loga-
ritmo , que tiene característica y mantisa , es superior á 10 y dife-
rente de la unidad seguida de ceros. 
Los logaritmos de los números desde 1 hasta 10 exclusive tie-
nen O de característica, desde 10 hasta 100 tambien exclusive 1, 
desde 100 a 1000 tienen 2 , desde 1000 á 10000 tienen 3 , y en 
general 
2.' El logaritmo de un número tiene tantas unidades de ca-
racterística , como cifras ménos una tiene la parte entera de dicho 
número. 
RECÍPROCAMENTE. La parte entera del número, correspondiente 
á un logaritmo , tendrá tantas cifras más una como unidades ten-
ga la característica. 
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239. Se ha visto (230, 5.°) que los logaritmos de los 
quebrados propios son negativos; pero no es esta la forma más 
conveniente para emplearlos en los cálculos; es mucho más 
expedito operar con logaritmos de característica negativa y man- 
tisa positiva. Veamos , pues , cómo pueden convertirse unos en 
otros. 
Sea convertir el logaritmo —3,481790 en otro de caracteris-
• tica negativa y mantisa positiva. 
Se tiene evidentemente 
—5,481790=-5-0,481790  ; 
agregando á esta cantidad —1+1 no se altera su valor , y re-
sulta 
— 3-1+1-0,481790=-4+1-0,481790 ; 
restando de 1 la fraccion decimal (para lo que basta restar todas las 
cifras de 9 menos la última significativa de la derecha, que se resta 
de 10, segun se ve a continuacion) 
1,000000 
0,481790 
0,518210, 
tendremos —4 +1-0,481790 =-4 ± 0,518210 , 
6 escribiendo , con lo que se indica que solamente el 4 es nega-
tivo, se tiene al fin 
—3,481790=4,518210. 
Del procedimiento empleado en este ejemplo , que es aplicable 
a cualquiera otro , se deduce la regla siguiente : 
Para convertir un logaritmo negativo en otro de característica 
negativa y mantisa positiva, se aumenta una unidad á la caracte-
rística , se escribe sobre ella el signo — , y luego se resta cada una 
de las cifras de la mantisa dada de 9 , excepto la última signi fCca-
fiva de la derecha que se resta de 10. 
Así —4,950700 =5,049300, 
—0,431908 =-1,568092. 
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RECÍPROCAMENTE. Para convertir un logaritmo de característica 
negativa y mantisa positiva en otro negativo , se rebaja una unidad 
de su característica, y se resta cada cifra de la mantisa de 9 , ex-
cepto la última significativa que se resta de 1 0. 
OBSERVACION En adelante siempre expresaremos los logaritmos  
de los quebrados propios bajo la primera de estas formas, esto es,  
con característica negativa y mantisa positiva.  
*10. Otras propiedades de los logaritmos vulgares tienen por  
fundamento el siguiente  
TEOREMA. La mantisa del logaritmo de un número no varía, 
aunque éste se multiplique ó divida por una potencia entera de 10;  
pero la característica se aumenta 6 disminuye tantas unidades como 
tenga el exponente de 10. 
En efecto ,  
L. (aX10°)= 031) L. a±L. 10"=(e3 a, corol. 2.°)  
L. a-{-n L. 10-_---023/1 , 1.') L. a±n  
d L. (a X 10°)=L. a--rn [1]. 
L.
^ (° , corol. 1.°) L. a —L. 10°=  
L. a—nL. 10 =L. a—n ,  
d L. 
10- 
 =L. a—n [2J. 
325000 tiene por logaritmo 5,511883 
32500 tendrá 4,511883  
3250 3,511883 
325 2,511883  
32,5 1,511883 
3,25 0,511883  
0,325 1,511883 
0,0325 2,511883 
0,00325 3,511883 
etc. 
Las igualdades [1] y [2] demuestran las dos partes del teore-
ma, cuyo recíproco es tambien verdadero evidentemente.  
De este modo si el número  
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E1 ejemplo recíproco es el mismo anterior, cambiando los pri-
meros miembros, en segundos y estos en primeros. 
COROLARIO. La mantisa del logaritmo de una fraccion decimal 
propia puede tomarse como positiva , y en tal caso es la misma que 
la de esta fraccion considerada como número entero , y la caracte-
rística tendrá tantas unidades negativas como ceros más uno haya 
entre la coma y la primera cifra significativa. 
ARTÍCULO VI. 
Uso de las tablas de logaritmos. 
2111. Son las más conocidas entre nosotros las españolas de 
Vazquez Queipo y Calvet , y las francesas de Callet y Lalande. Las 
primeras contienen los logaritmos de los números enteros desde 
1 hasta 20000 con seis cifras decimales ; las segundas hasta 
100000 ; hasta 10000 las de Lalande , y hasta 108000 las de 
Callet; estas tres últimas con siete cifras de aproximacion (*). 
Las de Vazquez Queipo se recomiendan por su sencillez y dis-
posicion ingeniosa, la cual conocida se comprende fácilmente la de 
las más complicadas. Además en su reducido volúmen contienen 
multitud de fórmulas y aplicaciones del mayor interés. A ellas, 
pues , nos referirémos en todo lo que sigue. 
?i2. Precede á, estas tablas una concisa y clara explicacion, 
mediante la cual con facilidad se resuelve el problema general 
dado un número hallar el logaritmo correspondiente , » y su recí-
proco. Es inútil por consiguiente que aquí se repita dicha explica-
cion , porque si el alumno no tiene las tablas á la vista , no la en-
tenderá fácilmente, y si las tiene será una repeticion innecesaria. 
Solo insistirémos en los dos casos particulares siguientes: 
1. °  Dado »un número que no se halle en las tablas, determinar 
su logaritmo. 
2. °  Dado un logaritmo cuya mantisa no se halla en las tablas, 
determinar el número correspondiente. 
(') Las de Lalande tenían solo cinco cifras decimales; pero fueron extendi-
das por Marie hasta siete. 
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213. 1." CASO. Sea hallar el logaritmo de un número supe-
rior al limite de las tablas , por ejemplo , 
L. 456789. 
La característica de este logaritmo es 5 (23s , 2.a) : la man-
tisa es la misma que la del número 4567,89 (210). La mantisa 
del logaritmo de 4567, que se halla en las tablas , es 659631. Para 
determinar la parte de mantisa correspondiente a 0,89 se supone 
que la diferencia entre los números mayores que 1000 , que se dis-
tinguen en la unidad ó en ménos que ésta, es proporcional á la di-
ferencia entre sus logaritmos (*). 
Siendo 1 la diferencia entre dos números consecutivos , si lla-
mamos D la diferencia entre sus logaritmos, ó sea la diferencia que 
dan las tablas , d la diferencia menor que la unidad entre dos nú-
meros, y D' la de sus respectivos logarimos, se tendrá 
4 _ D 
d 
[1] 
D' 
De donde D' =DX d. 
Luego para hallar la parte de mantisa correspondiente á la 
fraccion decimal, que acompaña á un número entero mayor que 
1000 , se multiplica la diferencia que dan las tablas entre los loga-
ritmos de los números que comprenden á dicho número misto, por 
la fraccion decimal de éste. 
Ast que, hallándose el número 4567,89 comprendido entre 
4567 y 4568 , y siendo la diferencia entre los logaritmos de estos 
dos números enteros 59 millonésimas , resulta : 
parte de mantisa correspondiente a 0,89 =0,89 x59 millonési-
mas= 44,51=45 millonésimas próximamente. 
(*) Esta proporcion no es rigorosamente exacta ; pero el error se disminu-
ye á medida que aumentan los números. En efecto , la diferencia entre los lo-
garitmos de 1 y 10 , '10 y 100 , 100 y 1000, 1000 y 10000 , etc. , es 1 ; y como en 
el primer caso esta diferencia se reparte entre 9 números, en el segundo entre 
00, en el tercero entre 900 , en el cuarto entre 9000 , etc. , resulta que cuando 
los números pasan de 1000, la diferencia entre las diferencias de los logaritmos 
de números consecutivos puede ser menor que una cantidad cualquiera, por 
pequeña que esta sea. 
w 
— 171 —  
De manera que 
L. 4567,89=  
3
,659631  
45 
y por consiguiente L. 456789= 5,659676. 
Tampoco contienen las tablas los logaritmos de los quebrados 
y números mistos ; mas los de los primeros, si son decimales, se 
hallan como se ha dicho (24®, coro].) ; si ordinarios , como los 
de divisiones indicadas (?313 , corol. 1. °); y los de los números 
mistos , siendo decimales, se hallan como los de estas fracciones, 
y si son ordinarios reduciendo el entero á la especie del quebrado 
que le acompaña. Así 
L. 0,345=1,537819.  
L.
7 
 =L. 5 —L. 7--0,146928- 1,853872. 
L. 73,42=1,865814.  
L. 9 ^ —L. 
9 
= 0 , 989005. 
244. 2.° CASO. Determinar el número , cuya mantisa 785346  
no se halla en las tablas. 
Como esta mantisa está comprendida entre 785330 y 785401, 
el número que se busca estará comprendido entre 6100 y 6101;  
luego será igual al primero de estos más.la parte correspondiente  
a 16 millonésimas , diferencia entre la mantisa dada y la próxima 
menor. 
Para determinar esta parte, se halla d en la proporcion [1], 
de donde resulta d= D . 
Luego para determinar la lraccion decimal que se ha de agre-
gar á un número, cuya mantisa de su logaritmo no se halla en las  
tablas , se divide la diferencia entre dicha mantisa y la próxima  
menor por la diferencia entre las dos mantisas que comprenden la  
dada , 6 sea por la diferencia de las tablas. 
Asi que, siendo en el ejemplo propuesto la primera de estas 
diferencias 16 millonésimas y la segunda 71 millonésimas se 
tendrá 
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Frac. dec. corr. 16 millonésimas = 71 =0,23 (`). 
Luego el número cuya mantisa es 7853-46 , 
si la característica es 7 , será 61002300 
si 6 , 6100230 
si 5, 610023 
si 4, 61002,3 
si 3, 6100,23 
si 2 , 610,023 
si 1, 61,0023 
si 0, 6,10023 
si 1, 0,610023 
si 2 , 0,0610023  
CAPITULO XVII. 
Aplicaciones de los logaritmos. 
ARTÍCULO I. 
Del complemento logarítmico. 
215. Se llama COMPLEMENTO de un logaritmo otro logaritmo 
que sumado con el primero produce cero ó una cantidad dada. 
Llamarémos COMPLEMENTO A CERO de un logaritmo otro logarit-
mo , que sumado con cl primero le destruya ó produzca cero. 
El complemento á cero del logaritmo de un número a , le in-
dicaremos así C o L.a. 
Coa LARLO. El COMPLEMENTO A CERO de un logaritmo es otro loga- 
ritmo de igual valor absoluto , pero de signo contrario. 
Porque L. a+ C o L. a =0 ; de donde 
CoL. a==—L.  a. 
(') Solo se toman dos cifras decimales por la razon indicada [243. (')] , y 
xun no es siempre exacta la segunda. 
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216.. Segun- este corolario , para hallar el complemento á  
cero de un logaritmo cualquiera bastará mudarle de signo, y asi 
se practica cuando solo contiene característica.  
De modo que siendo L. 1000=3 C oL. 1000=-3 ; 
L. 0,01=-2 , C oL. 0,01=2.  
Mas si el logaritmo constase de característica y mantisa, la 
expresion resultante no sería á propósito para facilitar el cálculo,  
para esto es necesario que la mantisa sea positiva , séalo ó no la 
característica. Veamos cómo puede' conseguirse.  
es:. Distinguiremos dos casos 1.° que el logaritmo cuyo  
complemento se quiere determinar corresponda a un número ma-
yor que 1 , en,cuyo caso será positivo (230 ; e ): 2.° que cor-
responda á un número menor que 1 , en cuyb'caso tendrá la carac-
terística negativa y la mantisa positiva (239, obs.). 
1. eS  CASO. Hallar el complemento á cero de 
3 ,4891790. 
Este compleme r6^yr (' 1 » , corol.)  
—3,481790 :  
pero este logaritmo negativo equivale (239) á 
4,518210 ;  
luego este es el complemento del logaritmo dado , bajo la forma  
que se desea. 
Comprobacion : 3,481790 
1,518210 
0,000000 
2.° CASO. Hallar el complemento á cero de 
5,310071.  
Este complemento será (24L5, corol.) 
—(5-,310071)=—(--5+0,310071)=5-0,310071=  
4+1-0,310071=4,689929;  
luego este resultado es el complemento á cero del logaritmo dado  
bato la forma que se desea.  
Comprobacion : 5,310071 
4,689929  
0,000000 
2LIS. Del procedimiento empleado en estos dos ejemplos, 
que es aplicable á cualquiera otro comprendido en los casos prece- 
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dentes , se deduce la siguiente regla, análoga á la del nú- 
mero 239. 
Para hallar el complemento á cero de un logaritmo (que tiene 
mantisa) se muda el signo á la característica y se le agrega -1 : 
se resta cada una de las cifras de la mantisa dada de 9 , excepto 
la última significativa de la derecha que se resta de 10. 
Asi , siendo L. 4875=3,687975 , 
será C 0L.4875=4•,312025. 
Siendo L. 0,0186 =2,269513, 
será C oL. 0,0186=1,750487. 
249. Se llama COMPLEMENTO á 40 de un logaritmo otro logaritmo 
que sumado con el primero produce 10. 
El complemento á 10 del logaritmo de a , le indicarémos así 
C,,L. a. 
COROLARIO. El complemento a 10 de un,logaritmo es la diferencia 
entre 10 
y 
 dicho logaritmo. 
Porque L.a+C, 0L.a=10 de donde 
C, 0L.a=10—L.a. 
250. Para determinar este complemento se distinguen los mis-
mos casos que en el complemento á cero , esto es : 1.° que el logarit-
mo sea positivo : 2.° que sea de característica negativa y mantisa 
positiva. 
1. er  caso. Hallar el complemento á 10 de 4,253718. 
Este complemento ser-.í (249, corol.) 
40-4,253718 -= 5, 746282. 
Comprobacion : 4,253718 
5,746282 
40,000000. 
2.° CASO. Hallar el complemento á 10 de 3,465320. 
Este complemento será (249 , corol.) 
40—(3,465320) =10 —(-3+ 0,465320) =10+3— 0,465320= 
10+2+1-0,465320=42,534680. 
Comprobacion : 3 ,465320 
42,534680 
10,000000. 
251. Del procedimiento empleado en estos dos ejemplos , que es 
aplicable á cualquiera otro comprendido en los mismos casos , se de-
duce la siguiente regla : 
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Para hallar el complemento á 10 de un logaritmo cualquiera , se 
resta cada una de sus cifras , inclusas las de la característica , de 9, 
excepto la última significativa de la derecha, que se resta de 40. 
Así , siendo L.4875=3,687975, 
será C1oL.4875=6,312025. 
Siendo L.0,0186=2,269513, 
será C10L.0,0186 = 11,730487. 
252. La sustraccion de un logaritmo de otro puede con-
vertirse en adicion por medio del complemento ; lo que es ventajo-
so, sobre todo, cuando de la suma de dos ó más logaritmos se 
debe restar uno ó más ; pues que entonces todas estas operaciones 
se reducen á una simple adicion. 
Si tuviésemos que ejecutar esta resta 
L.a—L.b ; 
como —L. b=C oL. b (215, corol.), se tendria 
L. a—L. b=_-_-L. a+C oL. b. 
Luego para restar un logaritmo de otro , se suma con el mi-
nuendo el complemento á cero del sustraendo. 
De igual modo 
L.a—L.b=L.a+(10—L.b)-10= (249, corol.) 
L.a+C1oL.b-10. 
Luego para restar un logaritmo de otro , se suma con el minuendo 
el complemento á 10 del sustraendo , y del resultado se restan 10 uni-
dades. 
ARTÍCULO II. 
Operaciones por medio de los logaritmos. 
253. MULTIPLICACION. Para ejecutar una multiplicacion por 
medio de logaritmos, se hallan los logaritmos de los factores, se 
suman, se busca en las tablas el número correspondiente á este lo-
garitmo, y se tendrá el producto pedido (23v). 
EJEMPLO. Sea ejecutar la siguiente multiplicacion : 
x=4875X3,25X0,0148 ; 
L. 4875=3,687975 
L. 3,25=0,511883 
L. 0,0148=2,170262 
L. x=2,370120=L. 234,488 
y x=234,488. 
^--^--.-___--  _--- --- 
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? 1I. DlvlsloN. Para ejecutar una division por medio de lo-
garitmos se resta del logaritmo del dividendo el logaritmo del di-
visor, se busca en las tab.'as el número correspondiente á la dife-
rencia (considerada como logaritmo) , g se tendrá el cociente (23I, 
corol. 1. 0): ó lo que es mejor , se suma con el logaritmo del divi-
dendo el complemento á cero del logaritmo del divisor, y el número  
correspondiente á esta suma (considerada como logaritmo) será el  
cociente (252) ("). 
EJEMPLO. Sea ejecutar la siguiente division 
18370 _ x 
393 ;  
L. 18570=4,268812 
C 0L. 393=3,405607 
L. x=1,674419=L. 47,2518  
y x=47,2518. 
?55. ELEVACION A POTENCIAS. Para elevar una cantidad á una  
potencia cualquiera por medio de logaritmos , se multiplica el ex-
ponente de la potencia por el logaritmo de la cantidad , se busca en  
las tablas el número correspondiente á este producto (considerado  
como logaritmo), y se tendrá la potencia pedida (e31, corol. 2.°). 
EJEMPLOS. 
.° Ejecutar la siguiente elevacion a potencias : 
x— 7^ 
L. 7=0,845098  
5 
L. x=4,225490=L. 16806,9  
y x=16807. 
OBSERVACION. Se toma para x un valor que se diferencia del 
hallado en una decima ; porque la, potencia indicada debe producir 
un número entero ; y dicha diferencia proviene de la inexactitud 
de los logaritmos (23G , obs.). 
(o)  Si se emplea el complemento a 10 , se suma el logaritmo del dividendo 
con el complemento del logaritmo del divisor y se restan 10 unidades antes de 
buscar el número correspondiente. 
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GY; 
 
2. x=  
L. x=6 X (L.3-1- C aL.7) 
L.3 =0;477121 
C oL.7=1,954902 
1,632023 
6 
L. x=3,792138=L. 0,006196 
y x= 0 ,006196. 
OBSERVACION. Al ejecutar la multiplicacion del logaritmo 
T,632023 por 6, debe tenerse presente que, como la mantisa es 
positiva, las 3 unidades que resultan de 6 X6, producto de las dé-
cimas por 6 , son tambien positivas; y las 6 que resultan del pro-
ducto — 1`X 6, que es la característica , por 6 , son negativas ; de 
manera que ±3-6=-3, son las unidades del logaritmo o sea 
la característica, segun se ha hallado. 
e5G. EXTRACCION DE RAÍCES. Para extraer la raíz de cualquier 
grado de una cantidad, se divide el logaritmo de ésta por el índice 
del radical , y el número que dan las tablas para este logaritmo 
será la raíz pedida (?3m , corol. 3.°). 
EJEMPLO. x= 
.
\/0,4563; 
L. 0,4563 = 1,659250, 
L. x=
71,659250 
—T,951321=1. 0,893965, 
x=0 ,893965. 
OBSERVACION. Al ejecutar la division precedente se notará que 
no siendo —1 divisible por 7, y no pudiendo tampoco unirse a la 
cifra siguiente de la mantisa, que es positiva, la operacion parece 
impracticable. Para obviar esta dificultad , se agregan suficiente 
número de unidades negativas á la característica —1 , para que 
ésta se convierta en un número divisible por 7 ; y á fin de que el 
ÁLC. 12 
Y 
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cociente no se altere, se agrega igual número de unidades positivas 
á la primera cifra de la mantisa. 
Así, agregando —6 á la característica, ésta se convierte 
en — 7 , que dividido por 7 da —1 , y agregando 6 unidades á la 
primera cifra de la mantisa , forman con ella 66 décimas , cuyo nú-
mero dividido por 7 da 9; despues se continúa la operacion como 
en la Aritmética. 
257. 1.' 
Otros EJEMPLOS. 
160 x 
346 == 5405 
160x5405 
x- 
436  
L. x—L.160H- L. 5405 -{- C oL. 436. 
L. 160=2,204120  
L. 5405= 3,732796 
C oL. 436-3,360514 
L. x=3,297430—L. 1983,48 
Y x= 1983,48. 
25S. 2 .• x=t /(76x°>5o1 3 
V kii8x1,51  
3(L. 76 + L. 250+ C oL. 148 + C oL. 15) L. x- 
5 
L. 76= 1,880814 
L. 250=2,397940 
CóL. 148 -3,829738 
C oL. 15-2,823909 
0,932401 
3 
Y 
2,79720315 
L. x=0,559441 =L. 3,62612 
x=3,62612. 
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2:iaJ. 3.• 
_ -960x5405 
^ 436 
Al determinar el valor de x hallaríamos que no se puede tomar  
el logaritmo de —160 , porque los números negativos no tienen lo-
garitmos (2,30, 4.°); mas si se observa que este signo cambia  
el de toda la expresion , no hay más que hallar el valor de ésta co-
mo si todos los factores fuesen positivos , y mudar luego el signo  
al resultado. 
Así que , habiendo hallado (125 7) 
L. 160±L. 5405-1-0 0L. 436=L.1983,48 ,  
será 
160
436
100
=-1983,48 ó a3 =-1983,48.  
° n-1 
L. 
— 
 
L.lñ C1L.a 
de donde n—_1+ L.IL C oL.a 
9 
s x 
261. 5.° x = 
 a +b 
—d' 
. 
Esta fórmula puede prepararse mejor para el cálculo logarítmi-
co, descomponiendo el denominador en dos factores , una vez que 
c2— d'=(c -}- d) (c — d), 
y se tendrá x - 
 a^+v' . 
de donde 
(c+d) (e— (1)  
L.x=L.(a2±b2)-1-C oL. (c±d)-±-C °L. (c— d). 
OBSEBVAClo1. El numerador no es susceptible de descomposi-
cion en factores reales ; de modo que su logaritmo no puede to-
marse más que como se ha indicado. Los principiantes creen co-
munmente que 
L.(a2±b2 ) =2L. a+2L. b: 
pero esto es un error , porque 2L. a-}-2L. b. —L. 01)2 ; es decir, 
que toman el logaritmo del producto de dos números por el de la 
suma de los mismos. 
Lo único que aquí puede hacerse para facilitar el cálculo es 
hallar separadamente por medio de logaritmos el valor del número  
a.2  y luego el de b2 , sumar estos números y buscar despues el loga-
ritmo de la suma. 
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ARTÍCULO III. 1 
se tendrá 
de donde 
Ecuaciones exponenciales. 
262. Se llama ECUACION EXPONENCIAL aquella en que la incognita 
entra por exponente. 
1.' 
2.° 
:3.° 
al =b, 
a 
b =c, 
I 
D 
a 
e =d. 
e =f, 
son ecuaciones exponenciales: la 1.° es de primer órden, y significa 
que a elevada á x produce b: la 2.°, de segundo órden , y significa 
que b elevada á la potencia expresada por ax es igual á c: la 3.° de• 
tercer órden, y significa que e elevada á la potencia expresada. 
por a. equivalente a d, .... , la última la supondremos del órden n. 
La ecuacion exponencial de ter Orden 
• ax=b, 
se resuelven fácilmente por logaritmos. 
En efecto xL. a=L. b ; 
de donde x= 
 L. b. 
L. a.  
283. Consideremos ahora la ecuacion exponencial del Orden n. 
Tomando los logaritmos de sus dos miembros , 
z 
a 
d xL. e=L. f; 
x 
a 
• L f 
rl = • 
L.e 
Como del mismo modo podriamos rebajar esta ecuacion del gra-
do n-1 á otra del grado n-2 , ésta otra del grado n-3, y así su-
cesivamente , resulta que 
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Para resolver una ecuacion exponencial superior al primer grado 
p de la forma 
x 
e — f, 
s3 toman los logaritmos de sus dos miembros , con lo que se reduce al 
Orden inferior inmediato : se despeja el factor donde la incógnita entre 
por exponente: se toman los logaritmos de los dos miembros, con lo 
que se reduce al órden inmediato inferior; y así se continúa hasta que 
se obtenga una ecuacion de primer órden , la cual se resuelve como se 
ha visto (262) ('). 
EJEMPLO. 
S 
4 = 65536. 
Tornando los logaritmos se tiene 
2X x L. 4 =L. 65536 : 
L. 65536 =
0,602060
-8 4,816480 de donde 2== L.4 
' 
y resolviendo la ecuacion resultante (262) 
se tendrá por último 2x=8 
_ 
 
L.8 0,903090 _  
x 
L.2 0,301030 - 3 ' 
ARTÍCULO IV. 
Interés compuesto. 
Z.64. Ya se ha dicho (191) que INTERÉS COMPUESTO es el pro-
ducido por el capital é intereses que se le van acumulando. 
Si uno presta , por ejemplo , 200 reales al 10 por 100 a in-
terés compuesto , dicha cantidad el primer año produce 20 reales, 
que no se perciben entonces , sino que se capitalizan 6 acumulan 
al capital primitivo; de manera que éste al principiar el segundo 
año es de 220. Este capital produce en el segundo año 22 reales, 
que se capitalizan de nuevo formando al principio del tercer año 
un capital de 242. El interés producido por este capital en el ter-
cer año se vuelve a capitalizar al principio del cuarto; y así se 
(') Al resolver estas ecuaciones se ve que hay que tomar logaritmos de loga-
ritmos ...... hasta un Orden n. Estos logaritmos pueden llamarse logo-logarít- 
mnos ......  logo-n-logaritmos. 
3a 
ca 
de 
da 
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continúa hasta la terminacion del tiempo estipulado , ó hasta que se  
hayan devuelto el capital é intereses producidos.  
Resolvamos los problemas generales siguientes :  
e65. 1."  PROBLEMA. Hallar la cantidad A en que 
se convierte el capital c con sus intereses , á interés 
compuesto, al cabo de t años, siendo r el interés de 
1 real (e• de la unidad de moneda) en un año. 
El interés que produce el capital c en un año será evidente_ . 
mente Cr, y el capital e interés al cabo de este tiempo 
c+cr=c(1+r) ; 
de manera que para hallar en lo que se convierte el capital c, 
con sus intereses acumulados en un año basta multiplicarle  
por .  1 + r. 
Luego al fin del segundo año el capital c con sus intereses se 
convierte en c(1 +r) (1-1-r)=c(1 ±r)^ , 
al fin del tercero en c(1+r) 3 , 
al fin del cuarto en c(1+r)`, 
y al cabo de t años será, por último, c(1-i-r)' ; 
y por consiguiente 
A =c(1±r)`. 
266. El método seguido para obtener la fórmula precedente de-
muestra que es cierta independientemente de la especie de la unidad 
de tiempo representada por t, con tal que r se refiera á la misma 
especie de unidad : es decir , que lo mismo es aplicable al caso en que 
t exprese años , con tal que r sea el interés de la unidad de moneda 
en un año , que cuando una y otra cantidad se refieren á meses , se-
manas, dias, etc. 
Tambien es aplicable dicha fórmula al caso en que t sea un nú-
mero fraccionario. 
Supongamos que f=n años + m meses ó (n+ 
2^
) y vamos á de-
mostrar que siendo r el interés de un real en un año , se tendrá 
A=c(1 +r) 
 n + 13 años. 
En efecto , llamando r' el interés que produce un real en un mes, 
en 12 meses el real con sus intereses se convierte en 
(1-4-e)";  
[3]. 
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y como el interés de un real en un año es r, se tiene 
(4+r') 14 =4+r; 
de donde 1+r'=(i+r)
12 
 
Por otra parte , el capital b se convertirá al cabo de (nx 12+m) 
meses en c(1+1
- ')
nX12+m  
Sustituyendo en esta fórmula en vez de 1+r' su valor se tiene 
nXlt+m m 1 
12 
(n+12 años 
c(4 -f-r) =c(4-1—r) 
m 
(n+ 1i)años 
ó bien A=c(1±r) 
En la práctica se supone siempre que el interés se compone por 
años exactos. Así que cuando t es un quebrado propio de año, se cal-
cula á interés simple (195) , y cuando impropio , el interés por el 
número entero de años se determina á interés compuesto , y por la 
fraccion restante á interés simple; ó bien , cuando las liquidaciones 
se hacen en una época determinada , el interés se calcula como sim-
ple por la fraccion de tiempo anterior y posterior á dicha época, y 
por el número de años que median entre la primera y última liqui- 
dacion, el interés se determina como compuesto. La mayor sencillez 
en las operaciones (que casi siempre se consigue por ser conocido el 
tanto por ciento en un año) es lo único que justifica este procedi-
miento, que por otra parte es irregular y contradictorio (*). 
267. La fórmula obtenida en el número penúltimo contiene 
las cantidades generales A, c , r, t, cada una de las cuales puede 
determinarse siendo conocidas las otras tres. 
Tomando los logaritmos de los dos miembros para hacer los 
despejos con más facilidad , se tendrá 
L. A=L. c+t L. (1-f-r) [1]. 
Despejando L. c, se tiene 
L. c =L. A—tL.(1+r) [2]. 
Despejando L. (1+r) , pues que el valor r no puede hallarse 
hasta que 1±r sea conocido, resulta 
L. (1-1-r) = 
(")  Cuando el tiempo ea menor que un año, un miento capital produce más 
á interés simple que á interés compuesto; y cuando pasa de un año , sucede lo 
contrario. 
L .A—Lc 
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Despejando t, por último, se halla 
A—L.c 
L.(1+r) 
EJEMPLOS. 
26S. 1. 0  Se han impuesto 20000 reales á interés 
compuesto , ¿ qué suma debe recibirse al cabo de 
6 años por capital é intereses , siendo 6 el tanto 
por 100 ? 
Valiéndonos de la fórmula [ 11, y teniendo en cuenta que 
el interés de un real en un año al 6 por 100 es 0,06 se tendrá 
L.20000 —4,301030 
t XL.(1±r) =6XL.1,06=6X0,025306=0,151836 
L. A=4.452866= L.28370,8; 
de donde A=28370,8 reales. 
2: ¿ Qué cantidad se necesita imponer á interés 
compuesto para percibir al cabo de 10 años 6000 
reales por capital é intereses, siendo 5 el tanto por 
100 ? 
Empleando la fórmula [2] , y teniendo tambien presente que 
r=0,05, resulta 
L.6000= 3,778151 
—10XL.1,05_ -10X0,021189=-0,211890 
L. c= 3,566261=L.3683,5; 
de donde c =3683,5 reales. 
3.° 1000 duros se han convertido , á interés 
compuesto , en 25 años , en 3386 duros. ¿ Cuál ha 
sido el tanto por 100 ? 
Haciendo uso de la fórmula {3], hallarémos 
L. 3386= 3,529687 
C °L.1000=3 
L.(1+r)= 
0
' 525
687
-
0,21187=L.1,05;  
de donde 1-Fr=1,05 y por consiguiente r=0,05. 
4.° ¿ En cuántos años se duplicará un capital á 
interés compuesto, siendo 6 el tanto por 100? 
[4 ]. 
J  
S. 
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Empleando la fórmula [4], y suponiendo que el capital es 100, 
puesto que aquí es indiferente, se tendrá 
L. 200-1-0 01).100=2,501050-2=0,501050, 
L.1,06=0,025306; 
de donde t= 0 ,001030 =1 1,892, 
0,025306 
6 t =11 años , 10 meses y 21 dias próximamente. 
El capital, pues, no se duplica á los 11 años , y se convierte 
en más de un duplo á los 12; y como en la práctica el interés se 
compone por años exactos (?$G), para hallar el resultado con-
forme con ella, se determina la cantidad en quo se convierten 
100 reales á interés compuesto en 11 años, se halla la diferencia 
entre este resultado y el duplo del capital, 6 sean 200 , y luego 
por la fórmula del interés simple (11 96 [4]) se calcula el tiempo 
necesario para que el resultado hallado en los 11 años produzca di-
cha diferencia. Este tiempo sumado con 11 años forma la nueva 
solucion, que se diferencia de la anterior en menos de 1 dia, como 
es fácil comprobar. 
5.° Una nacion tiene 16 millones de habitantes, 
y se aumenta un individuo por 400 en cada ato, 
¿cuál será el número de sus habitantes dentro de 
un siglo P 
Este problema se resuelve por la fórmula [1 ] , donde 
c =16000000, r=7(0=0,0025  y 1=100; 
luego se tendrá L. 16000000=7,20!120 
100 x L. 1,0025 = 0,108400 
L. A=7 , 312520 =L. 20536100 
y finalmente A=20536100. 
Si se quiere más aproximacion en este resultado , será necesa-
rio valernos de tablas que tuviesen mayor número de cifras deci-
males en la mantisa. 
269. 2.° PROBLEMA. Hallar la cantidad A en que se convierte 
a con sus intereses , impuesta (á interés compuesto) al princi-
pio de cada ano, por espacio de t años, siendo r el tanto por 
1 anual. 
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a impuesta al principio 
 
del primer año se convierte al cabo de t 
años en 
a(1+ r)t : 
a impuesta al principio del 
 
segundo año se convierte al cabo de t- 4 
años en 
a(l +r)t— ': 
a impuesta al principio del 
 
tercer año se convierte al cabo de t-2 
años en 
a(1 +r)t— ' : 
a impuesta al principio del último año se convierte al fin del mis-
mo en 
a(1+r) ; 
luego A. es igual á la suma de las cantidades precedentes ; y como 
estas forman evidentemente una progresion geométrica cuyo pri-
mer término es a(1+r) , el último a(1+r)t , 1 +r la razon y t el nú-
mero de términos se tendrá (221)  
A—
a(1 +r)tx(1 +r) — a(1 +r) 
ó bien A
_ a(1+r)t+t—a(i+r)  
[1]. 
En esta fórmula entran las cuatro cantidades generales A, a, t, r, 
cada una de las cuales se puede determinaren valores de las otras 
tres; advirtiendo que para hallar el valor de t con más facilidad se 
emplearán los logaritmos, y que el de r no puede determinarse por 
ahora, porque para esto seria necesario (siempre que t-2 ó t> 2) 
resolver una ecuacion,de grado superior al segundo. 
Despejando a se tiene 
Ar  
a_ 
(1+r.)t++—(1+r) 
[2]. 
Para despejar t con más facilidad hagamos 1 +r=b , y se tendrá 
A _  abt+' — ab 
• 
de donde bt+i ^
Ar -#- ab 
a 
y tomando los logaritmos , resulta 
(t+1) L. b=L. (Ar+ab)—L. a ;  
L. (Ar+ab)—L. a 
de donde t=  
1. L. b 
Volviendo á, sustituir en vez de b su valor 1+r , se tendrá por 
último 
•t-
L. [Ar+a(^1 +r)]—L. a 
 1 [3 
L. (1+r) ] 
• 
• 
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127®. EJEMPLO. Un artesano impone en una Caja de Ahorros 
un duro cada semana por espacio de S años. ¿Qué capital habrá 
reunido al cabo de este tiempo , siendo 4 el tanto del interés ? 
Este problema se resuelve por la fórmula [1) para lo que se halla-
rá el valor de las cantidades a, t, r. 
a=1; y corno se supone que el año tiene 52 semanas, t=8x52 
=416 , el interés de un duro en un año es 0.04: para hallar el de 
la misma unidad en una semana nos valdremos de la fórmula [3] 
del número 267, haciendo en ella A=1,01, c=1, t= 52; de ma-
nera que 
L. (1+r) •_  L.1,04 _
0,017033
_0,000327=L.1,000753 ; 
52 52 
1+r=1,000753, 
r = 0, 000753, 
Sustituyendo en la fórmula [1] los valores que se acaba de deter-
minar resulta 
A= 
(1,000753) ,17 -1 ,000753 
0,000753 
No estando dispuesta esta fórmula para el cálculo logarítmico, 
solamente hallaremos por medio de logaritmos el valor de 
(1,000753)" , y se tendrá 
417 x L. 1,000753 = 41 7 x 0,000327= 0,136359 = L. 1,36886 ; 
y por consiguiente 
(1,000753)
4 ' 7 =1,36886, 
Sustituyendo este resultado en el valor anterior de A , se tiene 
al fin 
A= 
1 ,36886-1,000753
_ 0,368107_368107_  
 
0,000753 0,000753 753 
488'8 
ó bien A=488,85 duros próximamente. 
271. En las Cajas de ahorros resuelven este problema de una 
manera diversa. Supónese que cada imposicion semanal se ha veri-
ficado al principio del mes siguiente ; que estas cantidades producen 
interés simple hasta fin de Diciembre del año de la imposicion ; los 
intereses entonces se acumulan al capital, que sigue produciendo á 
interés compuesto por años hasta principio de aquel en que se veri-
fica la devolucion , calculándose el interés como simple por los •  me-
ses cumplidos desde Enero de este último año hasta qué 'el'in3pohen-
te haya recogido capital é intereses. Este procedimiento simplifica 
notablemente los cálculos , cuando las imposiciones se hacen de una 
manera más irregular de la que suponemos en el problema anterior, 
sobre todo si durante la imposicion se retiran una ó más partes del 
capital , como sucede con frecuencia. No obstante , podria conciliarse 
la exactitud, con la brevedad , calculando tablas convenientemente 
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dispuestas , valiéndose de la fórmula arriba empleada. La índole de 
este trabajo no nos permite entrar en más pormenores. 
272. 3.`r PROBLEMA. Hallar el capital c que se ha de imponer 
á interés compuesto , para percibir al fin de cada año la canti-
dad a; de modo que en t años se haya percibido el capital pri-
mitivo y los intereses devengados. 
El capital c se convertirá al cabo de t años (265) en 
a(i+r)t. 
Por otra parte , la cantidad a , que, se percibe al fin del primer 
año , se convertirá al cabo de los t — 1 años restantes en 
la cantidad a percibida al fin del segundo año , se convertiria al cabo 
de los t-2 años restantes en 
a(1+r)t-2  : 
al fin del tercer año se convertiria en 
a(1+r)t
-5 
 : 
al fin del último se percibiria a ; 
luego las cantidades percibidas con los intereses devengados for- 
man los términos de una progresion geométrica cuyo primer tér- 
mino puede ser a; el último a(1+r)t -1 , y 1+r la razon; esto es (224) 
a(1 +r)t — a 
r 
y como esta cantidad es igual á la anteriormente obtenida , resulta 
al fin 
c(1+r)t=  
a(1 +r)t— a 
r 
Esta fórmula contiene las cuatro cantidades c , a , t, r , cada una 
de las cuales se puede determinar en valores de las otras tres ; ad-
virtiendo que para determinar t es menester emplear los logaritmos, 
y que r no puede hallarse por ahora, porque su determinacion de-
pende (siempre que t=2 ó t .2) de la resolucion de una ecuacion 
de grado superior al 2.° 
Despejando c se tiene 
c= 
r(1 +r)t 
Despejando a resulta 
cr(1 + r) t  a 
— 
(2]. (1+r)t- 1 
Para despejar t, harémos 4+r =b en la fórmula general, y se 
tendrá 
cb t  = 
cbt —a 
1' 
c(1 +r)t— a 
(3). 
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de donde bt= a  
a—cr 
sustituyendo en vez de b su valor 1+r, resulta 
(1+r)t_  a 
a—cŕ 
y tomando los logaritmos 
txL. (1+r)=L. a—L. (a—cr); 
de donde por último 
t — 
L. a—L. (a—cr) 
L. (1+r) 
EJEMPLOS. 
273. 1." ¿ Qué capital se necesita imponer á interés com-
puesto para que recibiendo 20000 rs. anuales, se perciba en 
10 años capital y réditos, siendo 5 el tanto por 100 del interés 2 
La fórmula [1) sirve pare la resolucion de este problema, mas 
como no está dispuesta para el cálculo logarítmico , solamente ha-
llaremos el valor de (1+r)t, y luego se calculará el valor de c por el 
método ordinario. 
Como L. (1+r)t=txL. (l+r) 
sustituyendo en vez de r y t sus valores , se tendrá 
10xL. (1,05)=10x0,021189=0,211890=L.1,62888 
y (1 + r)t= 1,62888. 
Sustituyendo ahora este último valor y el de a en dicha fórmula, 
resulta 
= 
20000x1,62888-20000 12577,6 
C  
0,05x1,62888 0,0814444
-154432 rs. próximamente. 
2.° Una municipalidad adelantó 10000 duros para hacer 
una carretera provincial , con la condicion de que en 20 años 
se le habia de reintegrar de capital e intereses. y Qué cantidad 
le debe satisfacer la provincia anualmente, siendo 6 el tanto 
por 100 estipulado 2 
Este problema se resuelve por la fórmula [2], para lo que se pro-
cederá de una manera análoga á la anterior. 
L. (1+r)t=txL. (1+r)=20xL. 1,06=0,506120=L. 3,20716 
y (1+r) t =3,20716 ; 
sustituyendo este valor y el de c y r en dicha fórmula , resulta 
_ 10000 x0,06 x 3,20716 
a= 3,20716-1 
—871,84 duros próximamente. 
53.`L 
4ga 
41a1 
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3.' Un comerciante tomó 40000 rs. á interés compuesto : 
satisface por ellos anualmente 6000 rs. ¿En cuántos años ex- 
tinguirá la deuda siendo 4 
á 
el tanto por 100 convenido ? 
La fórmula [3] sirve para resolver este problema. 
Tendremos , segun la misma,' 
_ L. 6000—L. (6000 -40000x0,045) 3,77815-3,6232x9 t L. 1;045 0,019116 —8,1 años 
próximamente. 
4.0 Una señora de 64 años de edad disfruta la viudedad de 
16000 rs. ¿Qué capital representa esta pension, suponiendo 
que sea el 5 por 100 el interés del dinero? 
Se puede resolver este problema por medio de la fórmula [1].; mas 
para esto es necesario averiguar el tiempo probable de la vida de 
la persona en cuestion , siendo este tiempo 10  años próximamen-
te, segun la figura de la página siguiente, se tendrá como en el 
ejemplo 1.' 
(1-1-r) 1 =1,62888 
46000x1,62888- 16000 10061,08 
Y 
c_
0,05 x 1,62888 0,081444 
—123533 reales.  
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CURVAS DE PROBABILIDAD DE LA VIDA  
construidas segun los datos de Demonferrand. 
m ,. 557 an  lp S6 _ .. 55 in  
Lat in  
626  
32
QSm 
28 23 
24a2 "U  
9"9m'  
5 " 2 °
1L 
so 100 
274. Se llama VIDA PROBABLE , correspondiente á una edad deter-
minada , el tiempo que debe trascurrir para que el número de indivi-
duos de aquella edad se halle reducido á la mitad. 
Así cuando se dice, por ejemplo, que la probabilidad de la vida de 
los hombres de 20 años es 44 y un mes , se entiende que de los qua 
cumplen 20 años la mitad mueren ántes que trascurran otros 44 y un 
mes, es decir, ántes de cumplir 61 y un mes , y la otra mitad despuec. 
20 LU 41 
29 m. 
g on.
, ... 
`` 
^dg,itr'a  
1111119 ^  .. 
60 o DO 30 80 70 
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Explicacion de la figura. 
275. La curva señalada con una línea completa , marca la 
probabilidad de vida del hombre, y la curva de puntos marca la pro-
babilidad de vida de la mujer. 
La línea recta horizontal 0, 10, 20, ........ 110 representa la edad 
cumplida por los individuos de ambos sexos ; está dividida en milí-
metros, y cada milímetro expresa un año. 
Las líneas rectas perpendiculares á la horizontal, y levantadas 
en cada una de sus divisiones hasta encontrar la curva completa, 
señalan en cada caso , y en doble escala (a 6n de que quepa menos 
error) , la vida probable del hombre , y hasta encontrar la curva de 
puntos , la de la mujer. 
Por consiguiente , la línea horizontal sirve tambien de escala para 
hallar el número de años que representa cada vertical. 
Ahora bien : para determinar la vida probable de un individuo, 
se cuentan en la línea horizontal desde O hacia la derecha, el número 
de años que tiene ó que ha vivido; la perpendicular levantada en su 
extremo derecho hasta terminar en la curva completa (si es hombre) 
ó en la de puntos (si es mujer) , se aplica con el compás sobre la lí-
nea horizontal , y la mitad del número de milímetros qne compren-
de es el número que se busca. 
EJEMPLO. Para hallar las probabilidades de vida de un hombre de 
611 años , se cuentan desde O hasta €4 divisiones 6 milímetros en la 
línea horizontal ; en la division 61 se pone una punta del compás , y 
la otra se aplica en la curva completa , sig uiendo la direccion de la 
perpendicular que se levanta en dicha division 611: esta abertura de 
compás se aplica sobre la linea horizontal (que sirve tambien de es-
cala), 'y se ve que mide como unas 21 divisiones ()Milímetros  : se 
divide por 2 el 21 , ó se toma su mitad (porque ya hemos dicho que 
la escala es doble), y esta mitad , que es 107„ expresa la vida proba-
ble : es decir, que un hombre de 611 años tiene todavía una vida pro-
bable de 10%/, años. 
Si se trata de una mujer , se procede del mismo modo , sin otra 
diferencia que tomar la medida de la perpendicular comprendida 
entre la horizontal y la curva de puntos. 
Los números que se ven en los extremos de las líneas verticales, 
llevando las iniciales a y m , señalan en años y meses la probabilidad 
de vida del hombre ele 5 en 5 años. Exceptúanse los cinco primeros 
números de la izquierda, los cuales representan: el primero (41 
-años, 11 meses) , el punto de partida de la curva completa, ó la pro-
babilidad de la vida. del hombre recien nacido hasta un mes: el se-
gundo (45 años, 7 meses) , el arranque de la curva de puntos , ó la 
probabilidad de la vida de la mujer recien nacida hasta un mes;. y los 
tres siguientes la probabilidad del hombre á los uno , dos y tres años 
respectivamente. 
o 
I  
'I ,  
+ c x 2 +ac 
— 1 +bc 
—a 
x2 + abc x 
— abI 
COMPLEMENTO 
ALGEBRA DEL .^1.L JBR ELE .iV1.ENTA X,,. 
CAPITULO I.  
Ejemplo de multiplicacion de polinomios.  
216. Si hubiésemos de multiplicar x2 +ab+bx+ax por 
cx+x2—x—c, ordenariamos los dos polinomios con relacion á la x, 
por lo que se ha dicho (38); mas comoliay términos donde la letra  
ordenatriz tiene igual exponente, conviene tambien (para la reduc-
cion de los términos semejantes) , que aquellos se reduzcan á uno  
solo ( 36 , observacion 2.') , y los dos polinomios propuestos se escri-
birán de este modo:  
x 2 +(a+b)x+ab y x 2 +(c- 1)x — c 
ó así x2 ±a x+ab y x2 ±c'x — c 
+v — 1 
La cantidad que está dentro de]. paréntesis ó á la izquierda de la 
raya vertical (que se considera como el coeficiente de la letra orde-
natriz que está fuera del paréntesis ó á la derecha de dicha raya) , se 
ordena tambien , para mayor facilidad con relacion á la letra más 
repetida; y la operacion se ejecuta como á continuacion se ve: 
Multiplicando. . . x 2 1-- a x+ab 
+bI 
Multiplicador. . , x2+ clx — c 
Producto por x2  . 
Id. por +clx .....  
1 
. x4 +alx 3 +abx
2  
+b  
— b 
Id. por —c .................. —ex' —ac x—abc 
—bcI 
x4 +a x 3 +ab x'` + abc x—abc 
Producto total re- +b + ac —ab 
ducido.  ..... +c + be —ac 
—1 — a —be 
— b 
— c 
La determination del primer producto parcial y del tercero no 
ALG. 43 
4 
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ofrece dificultad por ser x 2  y —c expresiones sencillas ; no sucede  
otro tanto con el multiplicador parcial +cl x. Para multiplicar este 
1 
por el primer término del multiplicando x
2 , basta multiplicar x
2 
 
por el factor x , que está á la derecha de la raya vertical ; siendo  
por consiguiente +clx3  el primer término del segundo producto  
parcial. Para obtener el segundo término de este siendo los facto- 
res +1Ix 
y +al x , 
hay que multiplicar el coeficiente 'del primero  
por el del segundo, esto es (c—i)x(a+b) , lo que da el producto 
ac—a+be-b, y luego xxx=x2  ; de modo que el producto de los coe-
ficientes será el coeficiente de x 2  , es decir , que el segundo término  
del producto parcial que se está determinando será  
(ac—a+bc—b)x 2  o +ac x
2 
 
+bc 
—a 
—b 
Para obtener el tercer término del segundo producto parcial sien-
do los factores +clx y +ab, se multiplica el coeficiente de x por 
1 
+ ab , en lo que no hay dificultad. 
CAPÍTULO II. 
Continuacion de la division de polinomios. 
277. Si hubiéramos de dividir 
abx3  — ab 3x4-2a2x3 -4cx+12a
2
cx2 +6a'x4 +4b 2cx 2 +2a2b 2x4-3a 3bx 4  
por 2a2x2 +4c—abx 2  
ordenariamos los dos polinomios con relacion á la letra x ; mas como 
esta se halla repetida , en varios términos no semejantes , con un 
mismo exponente, se colocaria la letra ordenatriz á la derecha de 
una raya vertical, y á la izquierda su coeficiente que tambien se or-
dena con ŕelacion á otra letra , como ya se ejecutó (276). 
La operacion se dispondria, por consiguiente , de este modo : 
x4-2a2  x3+12a2c'x2-4cx 2a
2 Ix2+4c 
+ab I + 4b'-c1 —ab 
—12^^4c1x2 +b21 x2
—x 
2 
x 3 —4cx 
+4cx 
o 
4. °T  resto ................ —2a2  
+ab 
2.° resto ................  
6a4  
—3a3b 
+2a2 b 2  
—ab3 
^ 
o 
tr 
11, 
cc 
m 
vi , 
de, 
el 
el p 
coc 
div 
qui 
div: 
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Al dividir el primer término del dividendo por el primero del di-
visor , fácilmente se halla que x' dividido por x'- da x2  por cociente; 
mas para dividir el coeficiente de x4  por el de x' , como uno y otro son 
polinomios se ejecutará esta operacion parcial, tomándolos ordenados 
conforme están , de esta manera : 
6a 4-3a 3b+2a 2b 2—ab 3 '1 2a
3— ab 
+3a 3b • 13a2 +b2 
+2a 2 b" —ab? 
+- ab' 
o 
Siendo 3a2+b 2  el cociente de los coeficientes de los dos primeros 
términos , el primer término del cociente será : 
(3a 2+0)x 2  ó 3a 2  x 2  
+ba h 
De la misma manera para determinar el segundo término del co-
ciente será preciso dividir el coeficiente —2a 2+ab del primer térmi-
no del resto , por el coeficiente 2a —ab del primero del divisor , cuya 
division se ejecuta así : 
2a.2—ab 
—1 
o 
Siendo —1 este cociente , como por otra parte x 3  : x'-=x , el se-
gundo término del cociente será 
—1 x x= —x. 
2151.  Del procedimiento de la ordenacion se infiere : 
4.° Que el cociente será el mismo , cualquiera que sea la letra 
ordena.triz. 
2." Que tampoco será el cociente distinto aunque la letra ordena-
triz sea distinta en cada division parcial , es decir , aunque para ha-
llar el primer término del cociente se ordenen dividendo y divisor 
con relacion á una letra , y para hallar el segundo se ordenen el pri 
mer resto y el divisor con relacion á otra,. etc. 
3.° Que se puede omitir la ordenacion , con tal que se cuide de di-
vidir el término donde una letra tiene mayor exponente en el divi-
dendo por aquel donde esa misma letra tiene mayor exponente en 
el divisor (*). 
(}) Si se omite la ordenacion y se divide el primer término del dividendo por 
el pri mero del divisor, etc., siguiendo en lo demas la regla dada , no se hallará 
cociente exacto aunque el polinomio dividendo sea divisible por el polinomio 
divisor. 
Es tal, sin embargo, el enlace de las operaciones algebraicas , que en cual-
quiera estado que se halle una division sin ordenar, si el último resto y el 
divisor se ordenan , todavía resultará (despues de reducidos los términos seme- 
—2a 2 + ab 
— ab 
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De todo lo que se deduce que la ordenacion tal como se prescribe 
en la regla , tiene por objeto determinar el cociente con la mayor fa-
cilidad posible. 
Ejecútese la division del polinomio 
2a'bx'+abxg—a
2b2x-2ab'x'+a
3óx3—b'x 3  por 2itx+x'+a' ,  
ordenándolos con relacion a las diferentes letras que contienen, em-
pezando , para apreciar mejor la ventaja de la ordenacion , por la  
letra más repetida con diferentes exponentes.  
Ordenando los polinomios dados con relacion á la x , que es la le-
tra más repetida con diferentes exponentes , se tendrá :  
abx'+2ab2x 4 +a'b Ix'-2ab'x 2—a2b'x l x2  +2ax+ a
2  
b' 
4.°}  resto.  ...........—b'x
3-2ab 2x'—a'b'x 
+2ab'x2+ a 2 b2x 
2.° resto .......................O 
Ordenando con relacion á la a , tendrémos :  
bx3a3—b'x a2-2b 2x 2  a—b'x' a 2 +2xa+x' 
+2bx4 +bx' I bx'a—b2x 
—2bx'a'—baga  
1.°r resto. . .. —b 2xa'-2b'x2a—b2x 3  
+2bex2a+b2x3  
2.° resto... . O 
Ordenando con relacion á la b , y teniendo presente que no en-
trando en el divisor puede suponerse en cada uno de sus términos  
con el exponente cero (15 , 2.') , se tendrá :  
—x 3  
—2ax 2  
—a2x 
b2 +axil 
+2a2x4  
+a3x3 I 
b x2 b° 
+2ax 
+ a' 
xb2+ax'b  
7.•T resto .............+axs 
+2a2x4  
+ a3x3  
2.° resto .................O 
j antes) el mismo cociente exacto, que se hubiera obtenido, si desde el principio- 
de la operacion se hubiese ordenado. 
En efecto, sea A el dividendo ,'B el divisor, Q el cociente exacto que resul-
taría ordenando A y B desde el principio de la operacion, y q la parte del co-
ciente hallada sin ordenar. 
El resto último de la division sin ordenar seria : A—Bq. 
El cociente de este resto por el divisor, ordenados los dos : AB
Bq 
 = Q—q. 
Este cociente, sumado con la parte hallada sin ordenar, seria por fin, ; . 
Q-q+q=Q. 
^ abx3—b 2x 
—2a'bx4—a3bx
3 
 
b 
.° division parcial 
—x3-2ax2—a2x 
x2 
 +2ax+ a2 
+2ax 2+ a 2x I—x  
o 
2.' division parcial 
ax'+2a
2x 4 +a'x' 
—2a2x 4—a3xa 
x2+2ax+a2 
ax 4  
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o 
Se ve , pues, que el cociente es igual en los tres casos ; pero la di-
vision es más fácil ordenando con relacion á la x , que es la letra que 
se encuentra más repetida , y más difícil cuando se ordena con rela-
cion á la b, que es la que menos se repite en el dividendo y divisor. 
279. Cuando solo se quiera averiguar si la division es 6 no posi-
ble , por preferirse la simple indicacion de la operacion á la expre- 
sion mista que produce la trasformacion del núm. 49, ó por cual-
quiera otra causa , se conocerá la imposibilidad : 
4.° Si en el divisor existe alguna letra que no hay en el dividendo, 
porque el cociente no contendrá dicha letra , y un polinomio que no 
contiene una letra , multiplicado por otro que la contiene , no puede 
producir un tercero independiente de la misma, como es el divi-
dendo. 
La division de 7a 3+5a2—a por a2—b es imposible. 
2.° Cuando el término (6 grupo de términos) donde una letra tie-
ne el mayor ó menor exponente en el dividendo no sea divisible por 
el primer término (6 grupo de términos) donde la misma letra tiene 
el mayor ó menor exponente en el divisor. Porque ordenando con re-
lacion á dicha letra , los términos donde tenga el mayor ó menor 
exponente en el dividendo serán el primero y último términos do 
este polinomio , y los del divisor serán igualmente el primero y últi-
mo del mismo , cuyos cocientes respectivos , esto es , el del primero 
del dividendo por el primero del divisor , y del último por el último, 
deben ser el primero y último términos del cociente. 
Así , 5a6 b 4-2asb 2 1-60a4b'+3a2b—a 3 b 4  dividido por aBb—a 2 b 2  no da 
cociente exacto , porque 3a2b no es divisible por aab , que son los 
términos donde la b tiene menor exponente en el dividendo y divisor. 
3.° Cuando se llegue á un término del cociente donde la letra por 
que se ordena (por las potencias descendentes) , tenga un exponente, 
que sumado con el que la misma letra tiene en el último del divi-
sor , dé una suma menor que el exponente que dicha letra tiene 
en el último del dividendo. Porque el último término del cociente, 
multiplicado por el último del divisor , ha de dar el último del di-
videndo: mas como en los cocientes parciales sucesivos la letra or-
denatriz irá siendo menor cada vez, resulta que no se puede encon-
trar ningun término que multiplicado por el último del divisor 
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produzca el último del dividendo ; luego la division 
Esta division 
es imposible. 
6a3—ia,"+ 3a' '1 a
8—a2  
+6a 7  I^ 6a 5+2a'+5a3  
2a"+3ae 
+ 2ae 
5a6  
es irrealizable, porque el exponente 3 de la a en el último término  
del cociente , sumado con el 2 de la misma en el último del divisor,  
da por suma 5., menor que el exponente 6 de la a en el último del di-
videndo. 
4.° Cuando en el dividendo entra una letra que no hay en el divi-
sor , si todo este no divide exactamente á cada uno de los coeficientes  
de dicha letra. En efecto , siendo.x la letra expresada, la forma del  
dividendo ordenado con rel'acion á ella será:  
Ax3+Bx
2 +Cx+D , 
ó Ax
3 +Bx 2 +Cx+Dx" ; 
y si llamamos M al divisor , se hallará por cociente (46) 
A B C D 
—x
3
+ x
2
+Ix + M x' 
luego si los diferentes coeficientes de dicha letra x no son divisibles  
por M, el cociente no será entero (46 , obs.). 
5.° La division de un monomio por un polinomio no da cociente  
exacto. Porque si el cociente fuese monomio, multiplicado por el  
divisor daría por producto un polinomio de igual número de térmi-
nos: si fuese polinomio, el producto por el divisor tendria a lo menos  
dos términos (39, 2.") : luego no hay ninguna cantidad entera mo-
nomia ni polinomia que multiplicada por el divisor produzca el divi-
dendo, luego la division es imposible. 
Si se tratase de hallar un cociente que fuera entero solo con rela-
cion á la otra ordenatriz, es decir que esta no se hallase en ningun  
término por denominador, fuesen ó no quebrados sus coeficientes;  
en tal caso es evidente que se podria continuar la division hasta que 
en el primer término de algun resto la letra ordenatriz tuviese menor  
exponente que en el primero del divisor. De manera que si el mayor  
exponente de dicha letra en el divisor es la unidad, se puede conti-
nuar la operacion hasta que el último resto no contenga á la letra  
ordenatriz.  
Otros EJEMPLOS de la division de polinomios. 
eso. La resolucion general de los ejemplos de que vamos á ocu-
parnos, tiene por fundamento el siguiente  
TEOREMA. Si un polinomio de la forma Axm+Bxm — t + Cxm-2  + ... 
+ Tx+U se divide por el binomio x—a, deja por residuo Aam+ Bam— i 
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+Cam-2+ ..... +TA+U ; esto es, el mismo polinomio dividendo, reem- 
plazando x por a. 
En efecto, ejecutando la division se hallará cierto número de 
términos en el cociente , que representarémos por Q , y un residuo in-
dependiente de x (279, al fin) , que llamarérnos II: luego se tendrá 
Axm+Bxm— t +Cxm—e + ..... + Tx + U=Q (x —a) + B. 
Como x puede tener un valor cualquiera en la precedente igual-
dad , subsistirá ésta aunque se reemplace x por ra , sin que II varíe por 
ser independiente de x ; mas entonces se tiene 
Aam+Bam
— t + Cam-2+ ...... +Ta 4- U=Q (a— a)+It=QxO +13=R, 
igualdad que demuestra el teorema. 
COROLARIO. Si un polinomio se reduce d cero cambiando x en a , divi-
dido por x—a dará cociente exacto; porque el residuo es igual al cero- 
Así , xm—am es divisible por x-a ; puesto que el residuo había 
de ser B=am—am=O. 
Ejecútese esta division : 
xm —am 
+ axm
—t x — a 
xm—t+axm—" +  asxm—a + am-2x+ am-4 
axm
-1
— am . 
+ a2xm-
2 
 
a2xm-2  — a 1°  
am-
2x2 — am 
+am—ix 
am—ix—am 
+a' 
o 
281. Traducida la fórmula del cociente que se acaba de hallar al  
lenguaje coman , nos da la regla siguiente :  
La primera parte del binomio , ó sea x , se halla en todos los térmi-
nos ménos en el último , y la a en todos menos en el primero : el expo-
nente de x en el primer, término es el mismo que lleva en el dividendo  
disminuido en una unidad , en el segundo disminuido en dos , y así  
sucesivamente hasta que en el último término se reduce á cero: el ex-
ponente de a , por el contrario , es cero en el primer término , ten el se-
gundo, 2 en el tercero, y así sucesivamente hasta el último término,  
donde es igual al que la misma letra lleva en el dividendo disminuido  
en una unidad. El número de términos es igual al exponente de a ó x 
en el dividendo: todos son positivos y no tienen coeficiente numérico.  
Efectúense por esta regla las divisiones siguientes : 
s 2   
1 . ° 
x —a 
= x+ a. 2.
° x3—a3 
=x'-+ax+a 2 . x—a x—a 
a 4 s ^ 
3.' 
x 
— a —x 3+ax2 +a2x+a3  4.° 
x —a 
—  x4+ axa+a2x3+a3x+a4. x—a x—a 
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OBsERvACIeN. La fórmula precedente sirve tambien para hallar el 
cociente en el supuesto de que se cambie el signo á la a (41) , y se 
hallará entonces siendo m par , 
xm — a°' 
x+a 
cuya fórmula no se distingue de la anterior sino en que los signos 
son alternativamente positivos y negativos. 
Así 
 
x4 —a4  
= x 3 —ax'+a'x—a 5 . 
x+a 
Si ni fuese impar , tendriamos 
ax
m-2±  asxm-3 — am—ix+am—i, 
x+a +" 
fórmula que sólo se distingue de la que precede en que al último tér-
mino le corresponde ser positivo , siendo negativo en la precedente, 
por ser par el número de sus términos. Así 
xs+as 
x+a 
= x4 —ax 3 +a-x2 —a'x+a4 . 
m m 
252. La expresion 
x 
+a no da cociente exacto , pues el res-
x—a 
to de la division es (2S0) am+aro=tan' ; y la fórmula de este co-
ciente (que puede deducirse de una manera análoga á la del nú-
mero 281) , será 
xm + am 2am = xm
—
t+axm-2+a2xm-3 + ... +am—`x+am
— l+ — (k). 
x—a x—a 
OascnvAClox. Cambiando el signo de a en la fórmula inmediata, 
daría siendo m par 
xrm —arm 
(") De la expresion más general , se podrian deducir otras fórmu- 
xT—ar  
las análogas á las precedentes. 
En efecto , haciendo xT=X , y aT=A será (RSI , obs.) 
Xm —Am  
Xm—i +AXn1-2+A
2Xm-3+ ......................... +11.m
-5X+Am-4 , 
X—A 
y volviendo á poner en lugar de X y A sus valores , tendriamos : ' 
xrm
—arta 
 
-(Xr)m-1+ar(xr)m-2+(ar)2(xr)m-3+ ... +(a) m—i = 
xr —ar 
xrm—r+ arxrm—Sr..F.a,4rxrm-3r +  
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xm+xm 2am 
— xm— I — axm -2  + a2xm-3-}- ..... + am-2x — ani
-1  + --- 
x+a x + a' 
y siendo m impar 
xm —am 2am 
_Va —axm
-2
+a2xm-3-}- ..... — am—Zx +avi—I—  
x +a x+a 
CAPÍTULO III. 
Potencias de las cantidades algebráicas. 
ARTÍCULO PRIMERO. 
Coordinaciones , permutaciones y combinaciones. 
Coordinaciones. 
2S3. Se llaman COORDINACIONES los diferentes grupos que se pueden 
formar con varios elementos , entrando en cada uno igual número de 
éstos; de modo que los grupos solo se distinguen en algun elemento ó 
en el modo con que están colocados. 
Las coordinaciones se llaman BINARIAS , TERNARIAS , etc. , segun que 
el número de elementos de cada grupo sea dos , tres , etc. 
2St. En las coordinaciones hay dos problemas generales que re-
solver :,1.' formar las coordinaciones binarias, ternarias, etc. , de 
un número cualquiera de elementos: 2.° determinar las que pueden for-
marse conociendo el número de elementos y el órden de las coordina-
ciones. 
285. 1.°` PROBLEMA. Sea formar las coordinaciones binarias, 
ternarias , etc. de los elementos ó letras a , b , e , d. 
Si al lado de la a colocamos sucesivamente una por una las de-
mas letras , al lado de la b una por una las letras restantes , y repeti-
mos igual operacion con las c y d , se tendrán los siguientes 
grupos : 
ab, ba, ca, da, 
ac , be , cb , db , 
ad , bd, cd , de , 
que serán todas las coordinaciones binarias de las cuatro letras ó 
elementos dados , porque como al lado de cada letra se ha coloca-
do cada una de las restantes , cualquier otro grupo de dos , que 
se formase, sería necesariamente la repeticion de uno de los ante-
riores. 
Siendo aplicable el mismo procedimiento á otro ejemplo de cual-
quier número de elementos, resulta que 
J 
— 
Para formar las coordinaciones 
b2 
binarias de m elementos , basta co-
locar al lado de cada elemento uno por uno los restantes. 
Si al lado de la primera coordinacion binaria ab , colocamos una 
por una las letras restantes , y se repite lo mismo con la se-
gunda ac, con la tercera, cuarta, etc., se tendrán los grupos si-
guientes : 
abc , bac , cab dab., 
abd, bad , cad dac , 
acb , bca, cba, dba , 
acd , bed , cbd , dbc , 
adb, bda,cda, dca, 
adc, bdc,cdb, deb, 
que serán todas las coordinaciones ternarias de los cuatro elemen-
tos dados ; porque como al lado de cada coordinacion binaria posible, 
se han colocado cada uno de los elementos que no entran en ella, 
cualquier otro grupo de tres , que se formase , sería la repeticion de 
uno de los anteriores. 
Siendo aplicable igual procedimiento á cualquier otro número de 
elementos , resulta que 
Para formar las coordinaciones ternarias de m elementos , se for-
mas primero las binarias, y al lado de cada una de éstas se colocan 
uno por uno los elementos restantes. 
De igual manera se haria ver que 
Para formar las coordinaciones cuaternarias se forman las terna-
rias , y al lado de cada una de estas se colocan uno por uno los ele-
mentos restantes. 
Y en general que 
Para formar las coordinaciones del órden n de m elementos ; se for-
marán primero las del órden n-1, y al lado de cada una de estas se 
colocarán uno por uno los elementos restantes. 
EJEMPLO. Fórmense todos los números posibles de  á tres cifras di-
ferentes , con los pares , 2 , 4 , 6 8. 
Las coordinaciones binarias serán (segun la regla precedente) 
1 1  
24 , 42 , 62 , 82 , 
26, 46, 64, 84, 
28 , 48 , 68 , 86. 
Las coordinaciones ternarias son (segun la regla dada para este 
caso) 
246, 426 , 624, 824 
248 , 428 , 628 , 826 , 
264 , 462 , 642 , 842 , 
268, 468, 648, 846, 
284 , 482 , 682 , 862 , 
286 486 , 684 , 864 , 
que son los números pedidos. 
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2S6. 2.° PROBLEMA. Sea determinar el número de coordina-
ciones binarias, ternarias, etc., que pueden formarse con in ele-
mentos. 
Como las coordinaciones binarias con nl. elementos se forman 
colocando al lado de cada uno los restantes , y estos son ni-1, 
cada elemento da ni-1 coordinaciones binarias ; luego los m da-
rán m(m-1). 
Llamando , pues , Coord. 
2 
 las coordinaciones binarias de ni ele-
mentos se tendrá 
Coord. 2  =m(m-1). 
m 
Como las coordinaciones ternarias se forman colocando al lado 
de cada binaria uno por uno los elementos restantes , y estos son 
m-2 , cada coordinacion binaria da m-2 ternarias , luego las 
m(m-1) binarias darán 
Coord. =m(m-1) (m-2). 
Por razones análogas se tendrá 
Coord.  =m(m-1) (m-2) (m-3). 
Y en general 
Coord. n  =m(m- 1) (m-2) ..... (m—n+1) ........[1]. 
OBSERVACION. Para hacer más fácilmente aplicacion de la fórmula 
general , nótese que el número de factores es igual al grado de las 
coordinaciones , que el primer factor es el número de elementos , y 
cada uno de los siguientes va disminuyendo una unidad. 
EJEMPLO. ¿3De cuántas maneras se podrán colocar 30 estu-
diantes en un aula que tiene 6 bancos de 5 asientos cada uno ? 
Naciendo en la fórmula general m=30 , y sabiendo que n=3, se 
tendrá 
Coord. 30 =30x29x28x27x26 =17 100 720 (*). 
Permutaciones. 
287. Se llaman PERMUTACIONES las coordinaciones en que todos los 
elementos entran en cada grúpo; de manera que cnando los elemen-
tos se consideran como cantidades separadas por el signo de multipli-
car , las permutaciones de un mismo número de elementos son siem-
pre productos iguales. 
De esta definicion se infiere que 
Para formar las permutaciones de n elementos se forman primero 
las coordinaciones binarias, luégo las ternarias , cuaternarias , etc. 
(*) Si se empleasen 5 minutos en cada colocacion, tardarian más de 160 
años en colocarse de todas las maneras posibles. 
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hasta el órden n , esto es, hasta que entren los n elementos en cada 
grupo , y estos grupos formarán las permutaciones pedidas. 
EJEMPLO. Fórmense todas las palabras posibles con las cua-
tro letras siguientes, entrando las cuatro en cada palabra: 
a, o, s, y. 
Coordinaciones binarias de estas cuatro letras 
ao, oa, sa, ya, 
as, os, so, yo, 
ay, oy, sy, ys. 
Id. ternarias de las mismas letras 
aos, oas , sao , yao , 
aoy , oay , say , yas , 
aso, osa, soa, yoa, 
asy , osy , soy , yos , 
ayo , oya , sya, ysa , 
ays, oys , syo , yso. 
Id. cuaternarias de las cuatro letras ó sean permutaciones de las 
mismas 
aosy , oasy , saoy , yaos , 
aoys , oays , sayo , yaso , 
asoy , osay , soay , yoas , 
as yo , os ya , soya , yosa , 
ayos , oyas , syao , ysao , 
ayso , oysa , s yoa , ysoa. 
De la misma definicion se deduce que 
Haciendo en la fórmula general [1] m=n , se tendrá el número de 
permutaciones de n elementos ; de modo que representando por 
P. el número de estos grupos , se tendrá 
P. =n(n-1) (n-2) ..... (n—n+1), 
ú observando que el último factor sería 1 , el penúltimo 2 , el ante-
rior 3 , etc. , y escribiendo estos factores en un órden inverso , 
P. =1 . 203 . 4 . .....n [2]. 
De esta fórmula general se deducen las particulares 
P,=1.2, P,=1.2.3, P,=1.2.3.4, etc. 
EJEMPLO. ¿Cuántas colocaciones distintas puede dar un ju-
gador de malilla á las doce cartas que tiene en la mano ? 
El número de colocaciones es evidentemente el de permutacio-
nes de 12 elementos ; haciendo, pues , en la fórmula general 121 
n=42 , se tendrá 
1 .2 .3 .4 . 5.6 .7`8 .9 . 10.11.42=479 001 600, 
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que es el número de maneras distintas en que puede colocar sus 
cartas. 
Combinaciones. 
28S. Se llaman COMBINACIONES las coordinaciones que sólo se dis-
tinguen por uno ó mas de los elementos que entran en los grupos ; de 
modo que cuando los elementos se consideran corno cantidades sepa-
radas por el signo de multiplicar , las combinaciones forman siempre 
productos distintos , aunque de igual número de factores. 
Las combinaciones se llaman BINARIAS , TERNARIAS , etc. , segun que 
el número de elementos de cada grupo sea dos , tres , etc. 
289. Aquí, lo mismo que en las coordinaciones y permutaciones, 
se deben resolver dos problemas generales: 1.° formar las combi-
naciones binarias ternarias , etc. de un número cualquiera de ele-
mentos: 2.° determinar las que pueden formarse conociendo el número 
de elementos y el orden ó grado de las combinaciones. 
290. 1." PROBLEMA. Sea formar las combinaciones binarias, 
ternarias , etc. , de los elementos 6 letras colocadas en fila 
a, b , c, d. 
Si al lado de la letra a colocamos una por una las siguientes , al 
lado de la letra b se colocan una por una las que siguen , etc. , se ten-
drán estos grupos 
ab, bc, cd, 
ac, bd, 
ad, 
que serán todas las combinaciones binarias que pueden formarse con 
las cuatro letras dadas ; porque una letra cualquiera forma un grupo 
con cada una de las otras , y por lo tanto cualquier otro que se for-
mase seria idéntico con alguno de los anteriores, 6 al ménos consta-
ría de los mismos elementos. 
Como igual raciocinio puede hacerse con otro número cualquiera 
de elementos, se infiere que 
Para formar las combinaciones binarias de m elementos , basta co-
locar estos por órden , y luégo aparte y al lado de cada uno se colocan 
uno por uno los siguientes. 
Si al lado de la primera combinacion ab binaria colocamos una 
por una las letras que siguen al elemento b, que es el último de los 
que componen dicha combinacion binaria , y repetimos igual opera-
cion con los denlas grupos , se tendrán los siguientes 
abc, bcd, 
abcl , 
acd , 
que serán las combinaciones ternarias de las cuatro letras ; porque 
una combinacion binaria cualquiera forma un grupo con cada una 
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de las letras restantes , y por lo tanto cualquier otro grupo , que se 
formase con tres elementos, sería idéntico con uno de los preceden-
tes , ó al menos se compondria de los mismos elementos. 
Pudiendo hacerse igual raciocinio con otro número cualquiera de 
elementos resulta que 
Para formar las combinaciones ternarias de m elementos , coloca-
dos por órden , se forman primero las combinaciones binarias de los 
mismos , y al lado de cada uno se colocan uno á uno los elementos que 
siguen en órden al último de la combinacion binaria. 
De igual manera se baria ver que 
Para formar las combinaciones cuaternarias de m elementos , co-
locados por órden , se formarian primero las combinaciones ternarias, 
y al lado de cada una de estas se colocarian uno por uno los elementos 
que siguen en órden al último de la combinacion ternaria. 
Y en general ; que para formar las combinaciones del órden n de 
m elementos ordenados ,. se forman primero las del órden n -1, y al 
lado de cada una de ellas .9 ,  colocan uno por uno los elementos que si-
guen al último de la combinacion del órden n-1 de que se trata. 
EJEMPLO. Fórmense los ternos posibles con los números 
13, 7, 30, 22, 80. 
Las combinaciones binarias ó ambos de estos números son 
13 , 7, 7, 30, 30, 22, 22 , 80. 
13, 30, 7, 22, 30, 80, 
13, 22, 7, 80, 
43, 80, 
Y las ternarias ó ternos serán 
13, 7, 30, 7, 30, 22, 30, 22, 80. 
13, 7, 22, 7, 30, 80, 
13. 7, 80, 7, 22, 80, 
43, 30, 22, 
13, 30, 80, 
13, 22, 80, 
OBSERVACION. De la regla anterior y práctica de este ejemplo se 
deduce que formadas las combinaciones del órden n de ni elementos, 
para obtener las del mismo órden de m + 1 elementos, basta agre-
gar á las anteriores las que resultan de colocar el nuevo elemento al 
lado de cada una de las combinaciones del órden n-1 de los m pri-
meros elementos. 
291. 2.° PROBLEMA. Sea determinar el número de combina-
ciones binarias, ternarias , etc., que pueden formarse con m 
elementos. 
Segun las definiciones dadas y lo que se observa en la formacion 
de las coordinaciones y combinaciones de igual número de ele-
mentos , una combinacion binaria ab produce las coordinaciones ab 
y ba , esto es , tantas como permutaciones se pueden hacer con dos 
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elementos, es decir, 1 .2 (287) , luego el número de combinacio-
nes binarias de m elementos, multiplicado por el de permutaciones 
de dos elementos , producen el número de coordinaciones binarias de 
los m elementos. Llamando , pues , 
Comb. 2  el número de combinaciones binarias de dichos m ciernen- 
tos , se tendrá Comb. 
2  x132= Coord. 2  
m rn 
Coord. 
2 
De donde (79) Comb. 
2 = m 
m p2  
ó poniendo en lugar del numerador y denominador de este quebrado 
sus valores (286 y 2S 1) , se tendrá 
2 m(m-1)
.  
Comb. 
m = 1.2 
Del mismo modo , una combinacion ternaria abc, produce las coor-
dinaciones ternarias abc , acb , bac , bca , cab , cba , esto es , tantas 
como permutaciones se pueden hacer con tres elementos ; luego el 
número de combinaciones ternarias de nr elementos , multiplicado 
por el de permutaciones de tres elementos , produce el de coordina-
ciones ternarias de los m elementos ; luego dividiendo éstas por las 
permutaciones resultarán las combinaciones. Luego 
Comb. 
3  = m(m-1) (m-2) 
1.2.3 
De igual manera se tendrá que 
Comb, = m(m-1) (m-2) (m-3) m  
1 .2.3 . 4 
Y en general 
Comb. 
n 
 — 
m.(m-1) (m-2) (m-3) ..... (m—n+1) 
1'2.34 ..... n 
OBSEaVAcloN. Si de m números diferentes colocados en una urna 
se extraen n ; éstos formarán una combinacion , y los 2J/ — u que 
quedan en ella formarán otra distinta ; y como esto se repetiria 
tantas veces cuantas se ejecutase una extraction de m números, 
que se diferenciasen de las anteriores en uno o más elementos, re-
sulta que para cada combinacion del Orden n de m números se con-
cibe otra del Orden m—n, ó que el número de combinaciones de m ele-
mentos tomados den en n, es igual al de m elementos tomados de m — n 
en m—n. 
EJEMPLOS. d Cuántos ternos se pueden formar con los 90 nú-
meros de la lotería primitiva? 
El número de ternos es el de combinaciones ternarias, que pue- 
[3 ]. 
- 208 — 
den hacerse con 90 elementos : haciendo , pues, m=90 y n=3 en la  
fórmula general anterior, se tendrá 
< 
Número de ternos —
90 x89  88 
— 117480. 
1.2 . 3 
APLICACIONES. 
292. Se llama PROBABILIDAD de un hecho la relacione del número de 
casos favorables al número de casos posibles , cuando todos son posi-
bles igualmente.  
Así si de una urna que contiene 40 bolas , 30 blancas y 10 ne-
gras , se extrae una al acaso , la probabilidad de que sea blanca es  
40 4 30 
40 = 3 , 
 y la de que sea negra
0 4 
 
OBSERVACION. En cada acontecimiento incierto hay dos probabili-
dades contrarias, la de que el acontecimiento se verificará, y la de  
que no, las cuales sumadas componen la unidad. En el ejemplo an- 
terior - + 
- 
=1. 
Esta unidad puede compararse á la certeza. 
Otros PROBLEMAS. 
293. 1.° ¿Qué probabilidad tenia un jugador de lotería  
primitiva de acertar un extracto cualquiera , un extracto de-
terminado , un terno , un cuaterno y un quinterno ?  
1.° Un extracto cualquiera. El número de casos favorables al ju-
gador es 5, el de casos posibles es 90; luego la probabilidad favorable  
al jugador es 90 = 8, y  la contraria o la del Estado ( 292 , obs.) ?g . 
2.° Un extracto determinado. El número de casos favorables al  
jugador es 1 , el de casos posibles 90: luego la probabilidad favorable  
al jugador es 
9Ó 
 , y la contraria ó favorable al Estado 9^ . 
3.° Ambo. El número de casos favorables al jugador es el de com- 
binaciones binarias con los 5 extractos , esto es (291) , 
5 x4 
 =10, el 
1.2 
de casos posibles es el de combinaciones binarias con 90 elementos, 
esto es (291) 90 2 
9 
— 4005 ; luego la probabilidad del jugador es 
10 l y la del Estado (292 , obs.) 
399,5 
4005 400,5 400,5 
4.° Terno. El número de casos favorables al jugador es el de com- 
binaciones ternarias con los 5 extractos ; esto es (291) 
5x4x3 
—10, 
1.2.3 
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el de casos posibles es el de combinaciones ternarias con los 90 
< 
números, esto es (291) 
90 89 x 88
1 2.3 
=117480; luego la probabilidad 
10 1 
favorable al jugador es  
117480 11748' y la del Estado  11748 
5.° Cicaterno. La probabilidad del jugador es 611038 la del 
51 .1037 
Estado 
511038  
6.° Quinterno. La probabilidad del jugador es 43949268 ' la del 
43949267 
Estado 
 43949268  
OBSERVACION. De los números que preceden se deduce que para 
que hubiese igualdad entre el jugador de lotería primitiva y el Esta-
do deberia éste abonar 17 por 1 en la jugada á un extracto cualquie- 
ra : 89 por 1 en la jugada a extracto determinado: 399i- por 1 en los 
ambos: 11747 por 1 en los ternos : 511037 por 1 en los cuaternos: y 
43949267 por 1 en los quinternos C). 
294. 2.° ¿Qué probabilidad tiene un jugador de tresillo 
de recibir espada y basto en una mano C")? 
(') El Estado abonaba el 10 por 1 en las jugadas a cualquier extracto : 50 
por 1 en las jugadas á extracto determinado: 238 por 1 en los ambos solos (170 
más el 90 por 100) : 4250 por 1 en los ternos solos (2125 más el 100 por 100). 
En las jugadas a terno y ambo estaban dispuestas las tarifas de modo que 
habia la misma probabilidad de ganancia para el Estado que en las jugadas a 
ambo solo y a terno seco. 
De aquí se deduce que la ganancia probable del Estado en esta lotería era 
próximamente el 41 por 100 en las jugadas a cualquier extracto , el 44 por 100 
en las j upadas a extracto determinado , el 40 por 100 en los ambos y el 64 
por 100 en los ternos. 
Esta injustificada desigualdad , la aficion desordenada que entre los juga-
dores se iba cada día aumentando, hasta el punto de aventurar imprudente-
mente cuantiosos intereses , y aun de poner en peligro más ó menos remoto el 
crédito de la Nacion , obligaron al Gobierno I suprimirla a principios del año 
de 1862. Tan moralizadora medida merece los más sinceros elogios de las 
personas verdaderamente ilustradas. 
No se admitian jugadas al cuaterna ni al quinterno. Bien pensado. Para 
formarse una idea aproximada de la dificultad de acertar en estas jugadas, 
basta saber que aunque se celebrasen 20 extracciones cada año , se necesitarian 
más de 2500 arios para que saliesen todos los cuaternos , y más de 2.000.000 de 
años para que saliesen todos los' quinternos; y esto en el supuesto mas favora-
ble de que no se repitiese ninguno. 
(") La resolucion de estos problemas se facilita mucho con la teoría del 
cálculo de las probabilidades. La probabilidad de recibir una carta, la espada 
ÁLG. 14 
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El número de casos favorables son las combinaciones binarias  
que pueden hacerse con las 9 cartas que recibe ; esto es , 1x 8^  = 36 : 
el de casos posibles es el número de combinaciones binarias que  
40x39 . 
pu = eden hacerse , con 40 cartas, esto es  1 2 780: luego la pro- 
habilidad buscada es  
36  3 
780 65 
Tambien se puede plantear de esta otra manera. El número de  
casos' favorables es el dé•combinaciones del órden 7.° , que se pueden  
formar con 38 elementos , puesto que rebajando dalas 40 cartas es-
pada y basto , quedan 38 , y combinadas estas de 7 en 7 , y agregan-
do á cada una de estas combinaciones las dichas dos cartas, resultan  
otras tantas combinaciones del Orden 9.° ,- que todas satisfacen al ju-
gador, esto es  
38x37x36x35x34x33x32  
1.2.3.4 .5.6 . 7 
 : el de casos posibles son las combinacio-  
nes del Orden 9.° con 40 elementos , esto es,  
40x39x38x37x36x35x31x33x32  
1.2-3.4.5.6.7.8.9 
; luego la probabilidades  
38x37x36x35X34x33x32 
4.23.4.5.6 . 7 1 8x9 9 3 
40x39x38x37x36x35x34x33x32 - 40x39 40x39 — 5x39 —  65 
1 . 2 . 3 . 4.5 . 6 . 7 . 8 . 9 8 . 9 
ARTÍCULO II. 
Potencias de los monomios.  
295. Sea elevar al cubo el monomio 2a 5bc2 . 
Segun la'definicion dada de las potencias (Anit. 56) y recordando 
tambien lo expuesto en la multiplicacion de monomios ( 31) , se 
tendrá 
(2a 3bc2 ) 3  = 2a 3bc2  x 2a3bc2  x 2a3bc2 ; 
donde se observa que el coeficiente numérico 2 debe entrar tres veces  
por factor en el resultado , ó elevado á la tercera potencia: que todas  
las letras tienen que hallarse en el mismo resultado ; y por último,  
que debiendo entrar el exponente de cada una tres veces por su- 
por ejemplo , entre las nueve cartas es 4Ó : la de recibir despues el basto de  
las 39 cartas restantes entre las 8 que le faltan es 
8
: luego la probabilidad  
compuesta es 
9 8 72 3 
40 39 1560 65 
^i 
mr 
des 
em 
dec 
sin 
apt  
nor 
1pl 
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intindb, debe quedar multiplicado cada uno por el exponente 3 de la  
potencia. 
De modo que (2a 3bc
2 ) 3 =2a 3be 2 x2a3bc2 x2a
3
bc2 =8aa10cs.  
De este procedimiento , aplicable á cualquier otro ejemplo, y de  
lo dicho (33 , corol. 2.°) respecto á los signos, se deduce la siguiente  
regla: , 
Para elevar un monomio á una potencia cualquiera se eleva á la mis-
ma potencia el coeficiente numérico : se multiplica el exponente de cada 
letra por el de la potencia: y si este exponente de la potencia es de gra-
do impar el resultado llevará el mismo signo que el que tenga la canti-
dad que se eleva ó la raíz, pero si es par llevará siempre el signo +.  
a'b5  
296. Sea elevar  la cuarta potencia el quebrado d3c  , y se  
tendrá 
I albs 1
4 
albs albs albs albs 
d'c l d 3c x  clac  x  d 3c x  d3c 
a'b 5  x a?b' x a2ó3  x alb' _ (a2b9 4   000  
d 3cxd3cxd 3cxd3c (d 3c)4 d 12c4  ' 
Luego para elevar un quebrado á una potencia cualquiera se elevan 
,numerador y denominador á la misma potencia. 
Otros EJEMPLOS de elevacion de mo??onaios. 
1.
0 
(--!-3a2 bc
3 ) 4 =81a8 b'c'2 . 
2.° (5abc3m) 3 = 125a3b 3c9m 3 . 
3.° (—a
4
bd2 )
3
=_a
2
obsd
,
o 
^^ ° _ 3a'c 4  . 81a 3c4  
4bd 3  ) 256b40 •  
ARTÍCULO III. 
Fórmula del binomio de Newton. 
297. Se puede elevar un polinomio á una potencia cualquiera 
 
multiplicándole por sí mismo tantas veces menos una como unida-
des tenga el exponente de la potencia : pero este procedimiento seria  
embarazoso é interminable en algunos casos , por cuya razon Newton 
dedujo una fórmula para elevar un binomio á cualquier potencia 
 
sin necesidad de formar las potencias inferiores : cuya fórmula es  
.aplicable con iguales ventajas á la •elevacion de toda clase de poli-
nomios. 
Ocupémonos de la deduccion'de esta fórmula. Al efecto, mul-
tiplíquense entre sí varios binomios x + a: , x + b , x + c , x+d , etc. 
• 
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cuya primera parte es comun y la segunda distinta , y se tendrá 
( 3S , 2.°) 
x+a 
x+b 
(.x +a) (x +b)— x2 + alx+ ab 
b 
x +c 
(x + a) (x+ b) (x + c) -x 3 + alxz+ ablx+abc 
b ac 
cl bcI 
x+d 
(x + a) (x + b) (x + c) (x + d) _ x4  + a x3  + ab 
ac 
ad 
bc 
bd 
cd 
x 2  + abc x + abed. 
abd 
acd 
bed 
29S. Observando la ley de formacion de estos productos se no-
tará que 
1:° x tiene en el primer término un exponente igual al número de 
factores binomios, en el segundo este exponente disminuye una uni-
dad , en el tercero otra , y así sucesivamente hasta el último término, 
donde se halla dicha letra , ó puede suponerse que tiene por ex-
ponente O. 
2.° El coeficiente de x en el primer término es 4 , en el segundo la 
suma de las segundas partes de los binomios , en el tercero la suma 
de las combinaciones binarias de las segundas partes de los factores 
binomios , en el cuarto la suma de las combinaciones ternarias de las 
mismas segundas partes , y el último se compone del producto de las 
segundas partes de los binomios. 
299. Para cerciorarse de la generalidad de esta ley, supon-
gámosla cierta para ni- 1 binomios , cuyo producto expresaremos 
por 
xm— i +Axm-2+Bxm-3+Cxm-4+ ............... +U, 
donde A representa la suma de las segundas partes, B la de las 
combinaciones binarías de las mismas , C la de las combinaciones 
ternarias etc. ; y multiplicando este polinomio por un nuevo bino-
mio x+1 , se tendrá 
+ Axm-2+ Bxm-3+ Cxm-4+....... +U 
x+ l 
xm + + +1U. 
lI 1 A lB I 
en cuyo resultado se ve que : 1 ° el exponente del primer término 
es igual al número de los ni factores binomios, en el segundo dismi-
nuye una unidad , en el tercero otra , y así sucesivamente : 2.° el 
coeficiente del primer término es 1 , el del segundo A+l es la suma 
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de las segundas partes de los m factores binomios : el del tercero 
B + lA es la suma de las combinaciones binarias de las segundas par-
tes de los m binomios (299 , obs.) ; y por fin, el último término lU es 
el producto de las segundas partes de los m factores binomios. Luego 
si la ley es cierta para m-1 factores binomios , lo será para m, es 
decir , para un número de factores que excede en una unidad á los 
anteriores: hemos visto que dicha ley es cierta para 4 factores bino-
mios, luego lo será para 3 , luego tambien para 6 y así sucesivamen-
te; luego la ley es general. 
300. Para deducir de esta ley una fórmula general para la ele-
vacion de un binomio á cualquier potencia , hagamos a la segunda 
parte de todos los factores x + a , x +b, x + c , etc. , y el producto 
anterior se convertirá en 
(x+a) (x+a) (x+a) 
V° +a xm— ' +a2  xm-2 +a3  . . .1- am  
a a2  a3  
a a 2  a3  
a a2  a 3  
• • 
La a se halla repetida por sumando en el coeficiente del segundo  
término tantas veces como segundas partes tienen los binomios : y  
como el número de estos es mm, el coeficiente del segundo término  
será 
a+a+a+..  
La a3  se halla tambien repetida por sumando en el coeficiente del  
tercer término, tantas veces como combinaciones binarias se puedan  
formar con las m segundas partes ; luego el coeficiente del tercer  
término será ( 291) 
a'+a'+az+. .. . — 171("1-1)  aa. 
Por una razon análoga el coeficiente del cuarto término es (291) 
a a a m(m- 1) (m- 2) 
a3. 
 a+a+a+.... _— 
. 
1 .2 . 3 
Y en general el que ocupa el Iugar n+1 es  
m(m-1) (m-2)....(m—n+1) o 
a°+a°+a°+....= a°. 
1 .2 .3. . ..n 
Sustituyendo estos valores en vez de los coeficientes en el prece-
dente resultado , se tendrá por último  
(x+a)m=xm+maxm—'+ 12
m(m-1) 
a'x°'
-2
+.. . 
m(m -1) (m-2). . .(m—n+1) 
n m—n  ^  + 
1.2.3. . . .n 
. . . + a 
= (x+a)°1 = 
-214— , 
que es la fórmula pedida , la cual se conoce , como ya se ha indicado, . 
con el nombre de fórmula del binomio de Newton. 
OBSERVACIONES 
acerca de la construcción de la fórmula del binomio. 
301. 1.° El término que ocupa el lugar n+1 
m(m- 1) (m- 2) .. (m —n+1) 
n  m
_n 
1 . 2 . 3 u 
ax 
se llama término general; porque de él se` deducen el 2.°, 3.°, 4.0, etc., 
haciendo n=1 , n=2 , n=3 , etc. 
2.° El exponente de x , ó sea la primera parte del binomio , es ni 
en el primer término, en .el segundo disminuye una unidad, y así 
sucesivamente hasta que en el último término es O; por el contrario, 
el de a ó sea de la segunda parte del binomio , en el primer término 
es O, en el segundo 1 , en el tercero 2 , y así sucesivamente aumen-
tando una unidad hasta que en el último término tiene m por ex 
ponente. 
De donde tambien se infiere que el número de términos de la 
fórmula es m+1. 
3. El término que ocupa el lugar n+1 , ya hemos dicho que era 
el término general (obs. 1.°) 
m(m-1) (ni-2) (m—n+1) 
1.2.3 ..... (n-1) 
Si el coeficiente de este término se multiplica por m—n+1 , que 
es el exponente de x en el mismo , y se divide por n , que es el ex-
ponente de a aumentado en una unidad, resulta evidentemente 
el coeficiente del término general que hemos copiado Antes , y que 
ocupa en la fórmula el lugar siguiente á este de que tratamos; 
luego 
El coeficiente de un término cualquiera se forma multiplicando el 
del término anterior por el exponente que en este lleva la primera parte 
del binomio , y dividiendo el producto por el exponente de la segunda. 
parte (tambien en el término anterior) aumentado en una unidad. 
4.' Las expresiones y tambien los desarrollos 
m(m-1) 
(x+ a)m= xm+maxm
— ' + 1 ,2  a2xm-2+....+ am, 
anxm n 
1 .2.3 ..... n 
ó bien 
m(m -1) (m-2) ..... (m —n +2) (m—n+ I)  
1.2 .3 ...... (n-1)n 
El que ocupa el lugar n ó sea el precedente (que se puede hallar 
sustituyendo en el general n-1 por n) , será 
m(m-1) (ni-2) ..... (m — n+2) an—
lxm—o+.1,  
alr — 215 
m— m m—^ 
m(m-1) 
 2 m 2 .....  m (a+x)m= a +mxn + 
1 2 
x n — +  ±x  
m ,  
son iguales. Además el primero , segundo , tercero, etc. , términos del 
segundo desarrollo son idénticos respectivamente al, último , penúlti-
mo, antepenúltimo, etc. términos del primer desarrollo; luego los 
términos que se corresponden en columna en los dos desarrollos son 
.el primero y el último , el segundo y penúltimo , y en general los 
equidistantes dé los extremos de cualquiera de ellos ; y como los tér-
minos correspondientes tienen el mismo coeficiente , resulta que 
Los coeficientes de los términos de la fórmula del binomio equidis-
tantes de los extremos , son iguales..  
5.' Si en la fórmula del binomio se hace x=1 y a=1 , se convier-
te en 
m(m-1) m(m-1) (m-2) 
2m=1+m+ 
1.2 + 123 
+••• 
m(m-1) (m-2)...(m—n+1)  
+ 1.2.3...n 
+...+1. 
Luego la suma de todos los coeficientes es igual . á , 2m ; y como 
la suma de estos , ménos el primero (que no representa número de 
combinaciones) expresa el número de combinaciones posibles con m 
elementos, el total de estos es 2m-1. 
6." Cuando los dos términos del binomio son positivos , todos los 
términos del desarrollo lo son tambien ; pero si uno de ellos fuese 
'negativo , serán negativos todos aquellos donde este término tenga 
potencias impares ( 33 , corol. 2.°) ("). 
•302. De la fórmula del binomio y de las observaciones que pre-
ceden se deduce la siguiente regla práctica. 
Para elevar un binomio á la potencia del grado m se eleva la primera 
parte del binomio á la potencia de igual grado , y se tendrá el primer 
término del desarrollo : se multiplica m por el producto de la segunda 
parte del binomio por la potencia m--1 de la primera , y se tendrá el 
segundo término: se forma el coeficiente del tercer término como se ha 
dicho (301, 3.') , y este coeficiente se multiplica por el producto de la 
• segunda parte con un exponente una unidad mayor que la anterior, y 
de la primera con un exponente una unidad menor (30 t , 2.') , y se 
tendrá el tercer término: así se continúa hasta haber formado m+1  
términos; advirtiendo que despues que se haya calculado la mitad de 
los coeficientes, si el número de términos es par, ó uno más de la mi-
tad si es impar , los restantes serán respectivamente iguales á los ante -
riores (301 , 4.'). 
(") Si los dos fuesen negativos lo serán todos, si la potencia es de grado impar;  
y si fuese par, todos serán positivos. En efecto (—a—b) 2n++ _(-(a±b) )2n+i_ 
, y (—a—b)en_(a+b)2n 
 
^ 
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Los signos del desarrollo serán los indicados ( 301, 6.°). 
EJEMPLOS. 
1.° (x+a) 5  =x'+5ax 1  +-10a 2x3+10a3x 2+5a'x+a'.  
2.° (c —by = c° -6pc'+15b2c'-20b 3 c 3 +15b tic2 -6b'c+b 6 . 
3.° (2(0+3bc 2 )4 = (2a2 ) 4 + x3bc2 x(2a2 ) 3 +6x (2bc2 ) 2 x(2a
2 ) 2 , 
+4 x (3bc 2 ) 3  x 2a
2 + (3bc 2 ) 4 . 
ARTÍCULO IV. 
Potencias de los polinomios. 
303. Sea elevar al cubo el polinomio a+b+c.  
Haciendo b+c=k se tiene (302 ó 39, 2.°) 
(a+b+c) 3 = (a+k) 3 = a
3 +3a 2k+3ak 2+k 3 , 
y poniendo en vez de k , k2  , k3  sus valores b+c , b2 +2bc+ c 2 , 
b 3 +3b 2c+3bc 2+c
3 resulta 
(a+b+c) 3 =a3 +3a2 (b+c)+ 3a(b 2 +2bc+c')+(b 3 +3b'c+3bc2 ±c 3 ) ó 
(a+b+c) 3 = a 3 +3a2b+30c+3ab
2 +6abc +3ac 2 +b3 +3b2c+3bc 2 +c3 . 
Un procedimiento semejante nos daría el cubo de un polinomio,  
cualquiera que fuese el número de sus términos , y tambien de una  
manera análoga se hallaria una potencia de cualquier grado de un  
polinomio ; de modo que es exacto , como ya hemos indicado, que la  
fórmula del binomio proporcionaria medio de elevar los polinomios á 
las potencias de todos los grados.  
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CAPÍTULO IV. 
Raíces de las cantidades. 
ARTÍCULO I. 
Raíces de los números. 
301. Del mismo modo que el cuadrado y cubo de un binomio nos 
sirvieron de fundamento en la Aritmética para la extraccion de la 
raíz cuadrada y cúbica de los números , podriamos ahora valernos 
de la fórmula del binomio para la extraccion de la raíz 4.a, 5.' ó del 
grado m , de un número cualquiera; mas omitiremos esta teoría, 
ya porque raras veces ocurrirá hacer aplicacion de estas reglas, ya 
tambien porque si ocurriere, puede en algunos reducirse á la ex-
traccion de la raíz cuadrada ó cúbica (como se ha visto 143 , ob-
servacion y 329 obs.) , ó se efectúa la operacion por medio de lo-
garitmos ( 256). 
ARTÍCULO II. 
Raíces de los monomios. 
305. La extraccion de raíces tiene por objeto aquí (lo mismo que 
en la Aritmética) hallar una cantidad que elevada á una potencia de 
igual grado produzca la cantidad cuya raíz se intenta extraer. 
306. Deduzcamos ante todo el signo que debe llevar la raíz. 
Al efecto expresemos el índice general de las raíces de grado im-
par por 2n+1 , y el de las de grado par por 2n; por a la cantidad de 
que se va á extraer la raíz , y por r, r' los valores absolutos respecti-
vos de dichas raíces , y se tendrá 
+ a= +r , porque (+ r) 2n+
1 = +a (295). 
2n-I-1 — De igual manera V—a= —r ; porque e(—r)2n+9 = a. 
Del mismo modo 
2
2V+a= -!-r'; porque (-±-r')2n=+a , 
n  
indica último \/—a una operacion imposible ; porque 
(±r')
2
n = +a. 
Respecto á los signos tenemos
/ 
 , pues , la siguiente regla ; 
Si elexponente de Jaraíz es impar, el signo del resultado ó de la raíz 
es el mismo que el de la potencia ó cantidad de donde, se extrae; si es . 
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par, el signo del resultado ó de la raíz es -, siendo positiva la canti-
dad de donde se extrae. 
Cuando la raíz es de grado par y la cantidad negativa, la opera-
cion es imposible. 
307. Se llaman cantidades IMAGINARIAS las raíces de grado par de  
cantidades negativas.  
30S. De la regla dada (395) para elevar un monomio á una  
potencia cualquiera , de la definicion de las raíces (305) , y de lo que 
acaba de exponerse respecto a signos , se infiere que  
Para extraer una rcyírz;cualquiera de un monromio , se determina el 
signo por la regla antei ior, se extrae la raíz de igual grado del' coeficien-
te , y se dividen los exponentes de las letras por el índice del radical. Así 
/8a6b=2a 2 b. 
• 309. Tambien se infiere de la definicion de la raíz y de lo ex- 
puesto (296) que 
Para extraer la raíz de un quebrado se extrae la del numerador y 
denominador, y se parte la primera por la segunda. Así 
t  "/ 96a "6 ` -^2a
2b 2a 2b 
V cl2d8 ¡-c3da ^ c3d2 . 
Otros EJEMPLOS de la exl7^Cbccio92 de raíces de los y12oYtoŕi2ios. 
310. 1. ° ^—a 10 bec20 =—a 2bc4 . 2.° y16aeb' 2d4=±2a2b 3d. 
3.° 
V 8a°b3-2a2b 
 
c°d 12  c3d4•  
OsSCRVACION. La raíz no será exacta : 1.° cuando el coeficiente 
numérico no sea una potencia perfecta de igual grado que el índice 
de la raíz : 2.° cuando el exponente de cada letra no sea divisible 
por el índice de la raíz. 
En estos casos se deja la operacion indicada , simplificando la 
expresion resultante, si se puede, como se verá más adelante. 
ARTÍCULO III. 
Raíces de los polinomios.  
311. Del mismo modo que se dedujo (134) la regla para la ex-
traccion de la raíl cuadrada (le los polinomios de la elevacion de  
estos al cuadrado, se pueden deducir otras para la extraccion de la  
raíz cúbica y en general de un grado cualquiera , de la elevacion de  
un polinomio al cubo ó á una potencia de igual grado que la raíz que  
se quiere extraer.  
El Objeto que nos hemos propuesto no nos permite entrar aquí en  
más pormenores. 
w 
CAPITULO V. 
Cálculo de los radicales aritméticos.  
ARTICULO PRUILRO.  
Preliminares. 
, 313. Hemos visto (133) que las raíces de 2.° grado de cantida-
des positivas tienen dos valores , uno positivo y otro negativo. Lo que  
entónces se ha notado es un caso particular de una propiedad gene-
ral .de los radicales, á saber, que todo radical tiene tantos valores  
diversos como unidades contiene su indice , propiedad cuya demos-
tracion no es de este lugar ; pero cuya existencia es conveniente in-
dicar para no dar á la presente' teoría una generalidad incompatible  
aún con el debido rigor.  
En los radicales' algebraicos se consideran todos los valores 'que  
contienen. 
En los radicales aritméticos solo se considera el valor real y posi-
tivo ó aritmético quo contienen.  
El cálculo de estos últimos tiene por fundamento los dos teoremas  
siguientes. 
313. TEOREMA 1. e  La raíz de un próducto de varios factores es  
igual al producto .de las raíces de igual grado de dichos factores.  
n — n n n— 
Es decir que V abc... = c/a x b x V'c x ... En efecto, 
3
n n n — n n n  
ax
— 
 ^bx
— 
^b ^c...x 
n — n  
ala ^b x.:., 
6 reuniendo los radicales que tienen debajo una misma letra , se  
tendrá (') 
(1/ )n= ^ 
'Ya' 
^
v— 
ax bx cx.... a a...x b b ... x 
y como Va entra n veces por factor de sí mismo,  
O Véase lo dicho en la nota del número 199 de la Aritmética. 
i  
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se tiene ^/a Va V a ...=( 'a r =a : por igual razon 
=b, \7c 
 ... =e , etc. 
de donde resulta que (\/ax Irbx'cx ...r =abc... 
Luego Ira  / )< , es una cantidad que, elevada á la  
potencia n , produce abc, luego es la raíz n de abc... ( 3O5) ; luego es 
cierta la igualdad 
n n — n — 
abc... _ Sra ^lb x qc x ... ,  
que demuestra el teorema.  
314. TEOREMA 2.° Un radical aritmético no varía de valor multi-
plicando su indice por un número entero y elevando á una potencia de  
igual grado la cantidad que se halla debajo del radical; ó dividiendo 
su índice por uno de sus divisores y extrayendo una raíz de igual gra-
do de la cantidad que está debajo del radical.  
Es decir que, suponiendo que A es un valor aritmético ó ab-
soluto , 
n m, — n/  
JA— = V 
Am. 
n ^ n 
En efecto A=( ^/A ; porque es evidente que una cantidad no 
varía extrayendo de ella la raíz n y elevando el resultado á la po-
tencia n. 
Elevando los dos miembros de esta igualdad á la potencia m la 
igualdad tampoco variará , y tendrémos (295) 
Am= ( ,  A)mn 
 
Luego VEA es una cantidad que , elevada á la potencia mn , pro-
duce Am, luego es la raíz mn de Am ; luego es cierta la igualdad 
m m^ 
J
A= 
^Am• 
que demuestra las dos partes del teorema. 
Simplificacion de radicales. 
315. Cuando las cantidades monomias no tienen raíz exacta , se 
pueden simplificar muchas veces en virtud de lo expuesto (313), 
descomponiéndolas en factores , de los que alguno 6 algunos tengan 
raíz exacta, extrayéndola de estos y dejando los restantes debajo del 
radical. Así 
N406 2 0 5  = 8a3c" x 3a2 b 2  =2ac2  ^3a?1P. 
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Este procedimiento equivale evidentemente á la siguiente regla  
práctica. 
Para simplificar una cantidad radical se dividen los exponentes que  
tienen las letras debajo del radical por el índice de este , y las letras  
con el cociente entero por exponente quedan por coeficiente del radical,  
y con el resto por exponente debajo de él. En cuanto al .  coeficiente nu-
mérico, se descompone, si es posible, en dos factores, uno de los cuales  
tenga raíz exacta, se extrae la raíz de este y la del otro queda indicada.  
Otros EJEMPLOS. 
316. 4.° V 27a 8 b 3c =3a 2 b V a2c. 2.° V ab 10c"—b2 c 2  V ac4 . 
Recíprocamente. Si conviniera que desapareciese el coeficiente de  
un radical no habria más que elevarle á una potencia de igual grado  
que el índice, y multiplicar esta potencia por la cantidad que está debajo  
del radical: porque simplificando este se convertiría en el dado. Así  
2actV3a2b2  = ‘'/(2ac2) 3  x 3a2b2='/8a3c6  x 3a2b2 = V2 taéb2e. 
317. Otra especie de simplificacion puede hacerse con los radi-
cales , cuando el índice es divisible por un número entero y la cantidad  
que está debajo del radical tiene exacta la raíz de igual grado que di-
cho divisor , extrayendo esta y ejecutando la division,: lo que no altera 
el valor del radical (311). 
De modo que \/25a 2b'4 = V 5102. 
Reduction de radicales dun mismo indice. 
318. Del mismo modo que fundándonos en que .un quebrado no 
varía de valor multiplicando sus dos términos por un mismo número 
entero. dedujimos en la Aritmética la regla para reducir quebrados 
á un comun denominador , del núm. 314 se deduce que  
Para reducir dos ó más radicales á un mismo indice se multiplica  
el índice de cada uno por el producto de los índices de los demás , y se  
eleva la cantidad que está debajo del radical á una potencia de igual 
grado que dicho producto.  
Así 4\/ab , 90 , 
se convierten en sus equivalentes  
4 aó,a+sb 3 
V9io0o, 
319. De igual manera, si los índices de los radicales tienen facto-
res comunes , para reducirlos á un mismo índice se halla el mínimo co- 
/a 2—b  
^
o  
V (a' —b) e • 
-222 - 
murt múltipla de los índices , y este será el índice comun , se divide el mi-
nimo comun múltiplo por el índice de cada radical , y el cociente será la 
potencia á que ha de elevarse la cantidad que está debajo del mismo, ra-
dical. 
Si se quiere aue el índice comun sea el menor posible , es menes-
ter simplificar de antemano los radicales ( 315). 
Así, '/5b 3c2 , V abc, b V/a2 —b 2  , siendo 12 cl mí- 
nimo comun múltiplo de los índices, se convierte en 
4 
 V 54102c8 V' , aab
6c6 , b V 
/
(aa_b0) 3  
Reduccion de radicales semejantes. 
320. Se llaman radicales semejantes los que (ántes ó despues de  
simplirecados) tienen un mismo índice y la misma cantidad debajo  
del radical; de modo que solo pueden diferenciarse en el signo que está  
ántes del radical y; en el coeficiente de este.  
10  ^
3 — " 
0b, ^a2 b, — 3 Vba 2 , son radicales semejantes. 
Es evidente que 10 /asb+ /a 2b-3 Nba4=8 \a$b , 
y que a\/ ab— Vab— c 2dVab=(a-1—c 2 d)\/ab. 
Luego para reducir los radicales semejantes se suman algebráica-
mente sus coeficientes. 
ARfiICULO II. 
Adicion y sustraecion. 
321. Estas dos operaciones se ejecutan por las reglas dadas 
(26 y 20) , y si resultan radicales semej'ant'es sé reducen (320). Esta 
reduccion es propiamente su adicion ó sustraccion. 
ARTÍCULO ' III. 
Multiplication. 
322. En esta operacion se distinguen dos casos: 1.° que los radi-
cales tengan un mismo índice: 2.° que le tengan diverso. 
323. 1.
° ' CASO. Sea multiplicarV2ab por \3ac.  
En virtud del número 313 , se tiene  
\/ 2abx\/3ac=\2abx 3ac= \6a 2bc= (316) aV6bc. 
Como igual procedimiento puede emplearse con otro ejemplo  
cualquiera, resulta que  
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Para multiplicar cantidades radicales de.igual índice , se multi-
plican las cantidades que están debtijo de lbs radiales , y el producto 
se coloca deli:4j04e un radical del mismo grado , el cual se simplifica 
si se puede•911*. 
Si se hubiese de multiplicar 3 V a'c por —5 Ó/(10, 
tendriamos 
3 a 2cx -5V a0=3x-5x V  a
2cx `/ ab2 =- 15V a le= 
. —15a, 
/ 
 b 2c (`). 
. Luego si los, radicales tienen. coeficientes , se multiplican estos', y el 
producto se pone por coeficiente del radical resultante del producto de 
los radicales de los factores.  
334. 2.° CASO. Para multiplicáŕ'radicales de diferente índice se re-
ducen á uno mismo (318) , y queda este caso convertido en el anterior. 
EJEMPLOS. 
N3/3
-- 
 
1.° ^^bx ab= /9á'b2 x a 3b 3 = 9a'b 5 =a/9a10, 
2.° (c—d)Va+bx a
'/
—b= (c—d)\a+b xa l^(a—b) 4;= 
(ac—ad) Y (a+b) (a 2-2ab+b2). 
ARTÍCULO IV. 
Division.  
325. En esta operacion tambien se distinguen dos casos: 1. 0  que 
dos radicales tenga.h un mismo indice: 2.° qué le tengan diferente.  
326.4. er  CASO. Sea dividir VA_. por V  B. 
Como  
a 
 —(206) ( / r  — A 
( ° B
) 
3 ^, u 
V ^ ^ ^ 
resulta que 
es una cantidad que elevada al cubo produce 
B 
 luego es la raíz 
cúbica de 
A 
(305) ; luego V A  __ `/ A 
`V B B 
Luego para dividir dos cantidades radicales de igual índice , se 
dividen las cantidades que están debajo de los radicales, y el cociente 
se coloca debajo de un radical del mismo grado. 
(*) Véase la nota del número 314. 
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Si se hubiese de dividir a
2  V b 2c por b V a 2b 2 , 
a2  b2c a
2 
V b 2c a2  a/ c b x  _ b 
V a 2 b \/a2b2 \/a2b2 
Luego si los radicales tienen coeficientes diferentes de 1, se dividen 
estos, y el cociente se pone por coeficiente del radical resultante del co-
ciente de los radicales dados.  
321. 2? CASO. Para dividir radicales de diferente índice se redu-
cen á uno mismo (318) , y queda este caso convertido en ele  ct'nterior. 
e 
EJEMPLOS. 
3 — f — 
= _ a2b V
3/ 
 ab',  a2b V/a2b4  _ s a c a  b _ / 6
— V 5ab ^bc 5 a  ^1 
_ 
5 C3 b3c3 ,  
4  
2.° 8 1/ a + b =_-. 8 ^/ (a+b)
2  _  4 `/a+b. 
—2 l^a+b —2 \.4/a+b 
ARTÍCULO V. 
Elevation á potencias. 
32S. Sea elevar V A á la potencia m ; segun la definicion de las 
potencias se tendrá 
( CA-r==VAxVAx\/A ...=(323) xAxA...=\/A°'.  
Luego para elevar una cantidad radical 4 una potencia, se eleva la 
cantidad que está debajo del radical , y el resaltado se coloca debajo de  
un radical que tenga el mismo índice que el primitivo , cuya cantidad  
radical se simplifica sise pue4e (315- y 311). 
Si el radical tiene coeficidhte, se eleva tambien este.  
EJEMPLOS.  
1. ° l V 2a2c^2  = V (20c)2 = V
/ 
40c 2  =a Vl4ac2 . 
2? 5 ^/a—b)=5 2 x V/ (a— b) 2 =2JV'a—b• 
^ 
se tendria 
1. °  
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ARTÍCULO IV. 
Extraceion de raíces. 
329. Sea extraer la raíz m de v A. 
= 
 (
m _vil 
VA ; porque es evidente que la extraccion de la raíz  
m de una cantidad y la elevacion á la potencia m de la misma, son  
dos operaciones que se neutralizan , sin producir ninguna alteracion  
en la cantidad sobre que se ejecutan.  
Elevando los dos miembros de esta igualdad á la potencia n, la  
igualdad no varía, y se tendrá ( 295) 
 m q  
A= \ V V A ) ; luego V V A es una cantidad que elevada á la 
potencia mn produce A ; luego es la raíz mn de A ; luego 
_ 
^IA =7A . 
Para extraer, pues , la raíz de una cantidad radical se multipli-
can los índices, y el resultado se simplifica si se puede.  
Si el radical tiene coeficiente , se extrae la raíz de él (314) , y si 
no la tuviese exacta, se introduce debajo del radical (310, rec.) , por 
no complicar la expresion.  
EJEIIPIAS. 
4.' V ^/ab2  = vab
2 . 
2.° V 
9 
 V 4a2c2 =3 V 4a 2 c2=3  ‘
'/2ac. 
3.° V a ^ /áb=^ Va'b = a'b. 
OBSERVACIONES. 
m n 
330. 4.° Siendo V ^ A=
mJA y n\/A = nnN/A,  
m 
/A
^_ l n
/ m/ 
resulta que V \ = V V A, 
^LG. 15 
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es decir que el órden de la extraccion sucesiva de varias raíces no ha-
ce variar el resultado. 
2.° Una vez que 
m - 
V A=V A, es evidente que 
_,m/ _ vA  = V VA 
de donde resulta que para extraer una raíz cuyo índice es un nfcniero 
compuesto , basta extraer sucesivamente las raíces cuyos índices sean 
los factores simples del índice compuesto. Así , 
64000000 = V V 64000000 = V8000 =20..  
OBSBRVAC[ON GENERAL. . 
331. Las operaciones con polinomios formados por radicales 
aritméticos, ó por estos y cantidades no radicales ;'se ejecutan por 
las mismas reglas que las de polinomios que no contienen radicales; 
teniendo en cuenta para la ejecucion la teoría precedente . . 
CAPÍTULO VI. 
Generalizacion del cálculo algebráico respecto á 
los exponentes. 
ARTÍCULO I. 
Exponentes negativos. 
333. La regla de los exponentes en la división nos da (Mi), 
cuando m es mayor que n. 
am - = am—u 'an  
Si convenimos en que estas expresiones sean equivalentes, aun-
que in sea menor que n , esto es , cuando se tenga n=m+r, y susti-
tuimos este valor de n en el segundo miembro -de la igualdad anterior, 
se tendrá 
am-0u`1-0 = am—m—r = a—r . 
Sustituyendo el mismo valor de in en el primer miembro , resulta 
am am  _ (b8 
4 
am+r
_
an' Xar ) al. 
4 
Luego a =—.  
ar `..f 
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Luegó'`toda cantidad con exponente negativo es equivalente ,  ci f la 
unidad partida por la misma cantidad con exponente positivd;iy 1 por 
lo tanto se puede trasformar una expresion en otra sin que varíe de 
valor.  
333. Estas trasformaciones nos proporcionan medio de ejecutar 
la multiplicacion, division, elevacion á potencias y extraccion de 
raíces con cantidades de exponentes negativos , como se observará 
en los ejg pplos siguientes 
1 1 1 
a
—
m Xa—°= aR1X.an —
am I n —a  'm—n,  
a—m 1 1' aq  
2.° an—m= a—m-F.n  
a—n am an am 
3,0 (a-m)n _ I 1 1
n 
 -  . _ a-mn .  `am amn 
n 1  4." ^ _m =  
m^  m 
a  
De la comparacion del primer miembro con el último de cada una 
de las igualdades precedentes, se deduce que las reglas dadas para  
los exponentes positivos son tambien aplicables al caso en47.1Plos 
exponentes sean negativos. ) "•;:-■  , 
ARTÍCULO II. 
Exponentes fraccionarios. 
334. La "regla de los exponentes en la extraction de raíces nos 
da (160) cuando m es divisible porn ;  
m 
Sí.convenimos en que estás expresiones sean equivalentes , aun- 
que m no sea divisible por n , tendremos que 
Toda cantidad con exponente quebrado es equivalente á una canti- 
dad radical cuyo índice es el denominador del quebrado , y, debajo del 
que se halla la misma cantidad con el numerador por exponente , pu- 
diendo por consiguiente trasformarse una expresion en otra, sin que 
varie de valor.  
'335. Estas trasformaciones nos proporcionan medio de ejecutar 
la multiplicacion, division , elevacion á potencias y extraccion de 
• 
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raíces de cantidades de exponentes quebrados, cota* aparece en los 
ejemplos siguientes :  
m r , n — - s — s^-- 
1. 0  a n  Xa 6  = va°' X va` =(334) va ma x ^/ anr /^  ama-Fnr= 
 ms+nr m r i^  
a 
ns 
 =an +8 .  
6 ^ na — Rs 
— na ams 
ns--  var = vams S ` /anr = am = ^ama-nr_ V 
 ms—nr y  m e 
a  ns =a  n  
- — 8 
I
m
\ r n/ r n- 
mr 
m )(r 
3.° \a
n / 
=\ Vam) 
 =(a38) am`=a
n =a °  
m m 
` a 
- r 
rr n/— rn — 
V a n  = Va
m  =(339) vam =ar° =a n  .  
De la comparacion del primer miembro de estas igualdades con  
el último se deduce que las reglas dadas para los exponentes enteros  
son aplicables al caso en que dichos exponentes sean quebrados.  
OBSERVACION GENERAL. 
336. De lo expuesto en estos dos últimos artículos se inffere que 
las reglas relativas á los exponentes , sean estos enteros , quebrados 
positivos ó negativos , son generales, esto es , que en la multiplica-
cion se suman algebráicamente los exponentes de una misma letra; en 
la division , del exponente que tiene la letra en el dividendo se resta 
algebráicamente el que la misma lleva en el divisor; en la elevacion á 
potencias se multiplica el exponente de la letra por el de la potencia , y 
en la extraccion de raíces se divide el exponente de la letra por el in-
dice de la raíz. 
Tambien son aplicables estas reglas al caso en que los exponen-
tes sean números inconmensurables , como fácilmente se infiere, de 
lo expuesto (Arit. , 199 (')i ; y por último , por extension se aplican 
del mismo modo á las cantidades de exponentes imaginarios. 
FIN. 
m _• 
n 
2. °  a n  :a a = vam: 
4. . 
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